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Résumé

Donald A. Martin, John R. Steel et W. Hugh Woodin ont recu en 1988 le prix Karp de
I’ASL (Association for Symbolic Logic) pour les articles intitulés A Proof of Projective
Determinacy ([MS89]) et Supercompact cardinals, sets of reals, and weakly homoge-
neous trees ([(Woo88]). Martin et Steel montrent que 'existence de n cardinaux de
Woodin avec un cardinal mesurable au-dessus d’eux implique la détermination de la
classe projective Hrl1 +1- Ce projet de Master est une étude de ce résultat.

Abstract

Donald A. Martin, John R. Steel and W. Hugh Woodin received in 1988 the Karp
prize of the ASL (Association for Symbolic Logic) for the articles entitled A Proof
of Projective Determinacy ([MS89]) and Supercompact cardinals, sets of reals, and
weakly homogeneous trees ((Woo088]). Martin and Steel showed that the existence of
n Woodin cardinals with a measurable cardinal above them implies the determinacy
of the projective class H}l +1- This Master Thesis is a study of this result.
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« Chomme, monotone monde,
Croit agrandir son empire

Et de ses fiévreuses mains

Ne sortent jamais que des bornes. »

Giuseppe Ungaretti

« Though we may never see preci-
sely how the protean dancing stuff
of everything endlessly becomes itself,
we have no choice, being human and
full of desire, but to go on perpe-
tually seeking clarity of vision. The
ultimate form within form, the final
shape of change, may elude us. The
pursuit of the idea of form—even the
form of force, of endlessly interacting
process—is man’s inevitable, crucial
need. »

John Unterecker






Avant-propos

J'ai toujours été fasciné par les développements de la connaissance dont la portée
mettait en perspective notre savoir. Arrivant au terme des mes études universitaires
en mathématiques, mon attention était portée sur l'activité mathématique et philo-
sophique que le constat de 'incomplétude de la théorie des ensembles avait motivé.
Je voulais comprendre quelles attitudes avait été adoptées et quels outils avaient
été imaginés. Avec I'idée que les indices se trouvaient dans les mathématiques de ce
domaine elles-mémes, j’ai étudié I'article A Proof of Projective Determinacy de Martin
et Steel paru en 1989.

Les notions de base en théorie des ensembles se trouvent dans [Jec03] et [Kun80].
Partant de mes connaissances, j’ai cherché dans un premier temps a acquérir les no-
tions supposées connues dans [MS89]. Le premier chapitre et les deux premiéres
sections du deuxiéme chapitre contiennent ces concepts et les démonstrations né-
cessaires qui s’y rapportent. Le chapitre 1 porte sur la notion de mesurabilité et le
début du chapitre 2 sur les notions d’interprétation relative, d’injection élémentaire
et d’ultrapuissance de l'univers.

J'ai ensuite entrepris de comprendre I'article en question. La troisiéme et der-
niére section du deuxiéme chapitre porte sur I'exposition générale du type central
de construction d’interprétations relatives utilisé : les systemes inductifs d’ultrafiltres
et les limites directes d’ultrapuissances qui s’y rapportent.

Le chapitre 3 est, au niveau conceptuel, certainement le plus important de ce
travail. Suivant Martin et Steel, j’expose les notions d’ensemble Souslin, d’arbre ho-
mogene et d’ensemble homogénement Souslin. La deuxiéme section établit la base
de la preuve par induction : en présence d'un cardinal mesurable, les ensembles
co-analytiques sont homogenement Souslin. La deuxiéme section contient le cceur
du lien entre les hypothéses de grand cardinal et la détermination : un ensemble
homogénement Souslin est déterminé. La derniére section de ce chapitre assure que
le projet d’induction est fondé : le complémentaire de la projection d’'un ensemble
homogénement Souslin est Souslin. Le théoréme principal de Martin et Steel assure
le pas d’induction. Il dit que sous certaines hypothéses, le complémentaire de la
projection d’'un ensemble homogenement Souslin est homogénement Souslin.

Les chapitres 4 et 5 contiennent les développements techniques nécessaires a la
réalisation du pas d’induction. Le premier porte sur les extenseurs, le deuxieme sur
les arbres d’itérations.

Dans le chapitre 6, jexpose I’hypothése de grand cardinal sur laquelle repose la
preuve de Martin et Steel. La notion de cardinal de Woodin est définie et différentes
caractérisations équivalentes sont établies. Les lemmes techniques permettant les
construction souhaitées en présence d’un tel cardinal sont démontrés.

Le chapitre 7 voit s’établir 'assemblage des notions des chapitres précédents pour
donner la démonstration du résultat souhaité. Un théoreme, qui selon les auteurs
Martin et Steel contient toutes les idées nécessaires a la preuve du théoréeme princi-
pal, est démontré. Le théoreme principal est ensuite énoncé et la démonstration du
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corollaire qui s'impose est donnée.

Lannexe A expose rapidement les notions et résultats qui forment le paysage
mathématique de l'article de Martin et Steel. Uannexe B porte sur une énumération
des suites finies dont il est usage au chapitre 3.

En cherchant a m’approprier le résultat de Martin et Steel, j'espére avoir nul-
lement porté préjudice a leur remarquable travail. Jendosse humblement I’entiére
responsabilité des éventuelles erreurs qui auraient échappé a mon souci de justesse.
Je tiens par ailleurs a préciser que je ne clame aucune valeur scientifique, au sens
strict, au sujet des notes de début de chapitre en police sans sérif.
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les parties de E, 'ensemble des sous-ensembles de 'ensemble E
I'ensemble vide

I’'ensemble des naturels {0,1,2,3,...}

I'ensembles des nombres rationnels

représentent des ordinaux

représentent des cardinaux

I'ensemble des fonctions de E vers F

théorie axiomatique des ensembles de Zermelo et Fraenkel avec
l'axiome du choix

I'ensemble des images par f des éléments de E

cardinal successeur d’'un ordinal a

exponentiation cardinale

I’ensemble des suites finies d’éléments de E

la longueur de la suite s, i.e. la cardinalité de son domaine.

la suite résultant de la concaténation de s avec t

la restriction de la fonction f au sous-ensemble E de son do-
maine.

le complémentaire de F dans E, {x € E | x ¢ F}

intersection diagonale de f

I'ensemble des sous-ensembles de E de cardinalité n

I'ensemble des sous-ensembles de cardinalité finie de 'ensemble
E

le cardinal de I'ensemble E

relativisée de la formule ¢ a l'interprétation relative (M, E)

la classe des ordinaux

t prolonge s, dans le sens ot dn < long(t)(s = t[n)

t étend proprement s, i.e.s Ctets#t

I'ensemble des images par f des éléments de son domaine
l'univers, i.e. la classe définie par la formule x = x.

la fonction constante égale a x définie sur *V,.

la fonction identité sur 'ensemble E

la permutation de long(q~r) qui réalise (q"r)oo,, =r"q.






Chapitre

Mesurabilité

Sur la pointe d’une herbe
devant l'infini du ciel
une fourmi

Ogzaki Hosai

Rien n'est grand en soi. Le propre d’'un objet grand est d'imposer la peti-
tesse aux autres objets qui I'entourent. Pour concevoir un objet plus grand
que tous les autres, il suffit de se donner une mesure nouvelle qui assure
de facon ad hoc la suprématie de cet objet sur les autres objets existants.

1.1 Le probleme de la mesure

Le probleme de la mesure est exposé pour la premiére fois par Lebesgue en 1902.
Il pose la question suivante : Existe-t-il une fonction m qui associe a chaque ensemble
borné de nombres réels X un nombre réel positif ou nul m(X) de telle sorte que les
conditions suivantes soient vérifiées :
a) m n’est pas identiquement nulle ;
b) m est invariante par translation, i.e. pour tout ensemble borné de nombre
réels X et tout nombre réel r :

mX)=m({x+r|xeX});

¢) m est g-additive, i.e. pour toute famille dénombrable (X, | n € w), si chaque
X, est un ensemble borné de nombres réels, si les X, sont disjoints deux a
deux etsi| J, ., X, est un ensemble borné de nombre réels, alors

m( U Xn) = Z m(X,).

new new



Chapitre 1. Mesurabilité

Remarquons que la o-additivité implique en particulier que pour tous ensembles
bornés de nombre réels A et B,

m(AUB) =m(A)+ m(B) — m(ANB).

Par conséquent, une solution m du probléme de la mesure est monotone dans le sens
ou, pour tous ensembles bornés de nombres réels A et B, si A C B, alors m(A) < m(B).

Lexistence d’une solution du probléme de la mesure dépend évidemment de ce
qu’on entend par un ensemble de nombres réels. En 1907, Giuseppe Vitali construit,
a laide de I'axiome du choix, un ensemble borné de nombres réels non mesurable
pour la mesure de Lebesgue. Cette construction permet de montrer de fagon géné-
rale qu'en présence de I'axiome du choix, il n’existe pas de fonction satisfaisant le
probleme de la mesure.

Théoreme 1.1.1 (Giuseppe Vitali). Sous Uhypothése de U'axiome du choix, il n’existe
pas de fonction satisfaisant le probléme de la mesure.

Démonstration. Supposons l'existence d'une fonction m satisfaisant les conditions
a),b) et ¢) ci-dessus. Considérons sur les nombres réels la relation d’équivalence sui-
vante x ~ ¥ si et seulement si x — y est rationnel. Il y a égalité entre I'intersection
de la classe d’équivalence d’un nombre réel x avec l'intervalle [0, 1] et I’ensemble
{x +r € [0,1] | r est rationnel}. Par 'axiome du choix, il existe un ensemble ¥
contenant exactement un élément de I'intersection de chacune des classes d’équiva-
lence avec l'intervalle [0,1]. On appelle cet ensemble 'ensemble de Vitali. Comme
par définition ¥ C [0, 1], ¥ est un ensemble borné de nombres réels. Pour chaque
nombre rationnel r € [—1,1], notons ¥ +r = {v +r | v € ¥} la translation par r
de 'ensemble de Vitali. Observons que pour deux rationnels r,s € [—1, 1] distincts,
(V+r)N(¥ +s)=0.Eneffet,sic e (¥ +r)N(V¥ +s), alors il existe v, v, € ¥ tels
que v; — v, =s —r, alors v; ~ v, et par définition de ¥, nécessairement v; = v, et
donc r =s. Nous considérons alors ’ensemble suivant :

X = U YV +r.
re[-1,11nQ

D’une part [0,1] € X et d’autre part X € [—1,2]. Il s’ensuit par monotonie de m
que
m([0,1]) <m(X) <m([-1,2]).

Or par ¢), m(X) = Zre[_u]n(@ m(¥ +r) et par b), nous avons m(¥ +r) = m(¥)
pour tout rationnel r € [—1, 1]. Ainsi, il n’est pas possible que m(¥) soit strictement
positif puisque alors m([—1,2]) serait infini. Or, le fait que m(?¥) soit nul implique
que m([0,1]) = O et ceci contredit a). Pour voir ceci, commengons par remarquer
que la monotonie de m implique que tout sous-ensemble de [0, 1] aurait une mesure
nulle. Observer de plus que les valeurs de m sur les parties de [0, 1] déterminent m
par les conditions b) et c), car tout sous-ensemble borné de nombre réels s’écrit
comme une union finie de translatés de parties de [0, 1]. Il ne saurait donc exister
une telle fonction. O
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1.1. Le probléme de la mesure

Deux remarques s'imposent. Comme indiqué dans la preuve du théoréme précé-
dent, une solution du probléeme de la mesure est déterminée par ses valeurs sur les
sous-ensembles de I'intervalle unité [0, 1]. Il s’ensuit que le probléme de la mesure
se rapporte a I'existence d’une fonction définie sur 2 ([0, 1]) vérifiant les conditions
a),b) et c). Ensuite, notons que l'intégralité des conditions a),b) et c) est nécessaire
pour obtenir le résultat précédent a I'aide de I'axiome du choix.

A la lumiére de ces remarques, Banach propose une formulation plus générale
du probleme de la mesure qui consiste a remplacer la condition b) par la condition
m({x}) = 0 pour tout x. C’est une condition nécessaire minimale pour écarter les
solutions triviales de la forme m(X) vaut 1 si x € X et 0 sinon, pour un élément
distingué x. Banach réalise que le remplacement de b) par sa condition faisait dis-
paraitre toutes considérations géométriques du probléme, de sorte que l'intervalle
unité [0, 1] peut étre remplacé par un ensemble abstrait quelconque S. De plus, si
m est une fonction o-additive, non identiquement nulle, a valeur réelle positive ou
nulle sur #(S), alors nécessairement m(S) > O et il nous est possible de la nor-
maliser. Ainsi, le probleme de la mesure de Banach peut donc aussi bien s’énoncer
comme suit : Existe-t-il un ensemble non vide S et une fonction m : 2(S) — [0,1]
de sorte que les propriétés suivantes soient vérifiées :

i) m(S)=1;

ii) m({x})=0pourtout x €S;

iii) m est o-additive, i.e. pour toute collection {X, | n € w} € S de sous-

ensembles de S disjoints deux a deux :

m( U Xn) = Z m(X,).

new new

Nous appelons une telle fonction une mesure sur S.

Nous rappelons un résultat classique de la théorie de la mesure. Pour toute suite
(X, | n € w) de sous-ensembles de S descendante pour l'inclusion, i.e. X,, 2 X,
pour tout n € w, nous avons m([ )¢, X,) = lim,_,o, m(X,).

Le lemme suivant énonce une propriété simple mais importante des mesures que
nous allons utiliser de facon répétée par la suite.

Lemme 1.1.2. Soit m une mesure sur un ensemble S. Toute famille T € % (S) d’en-
sembles disjoints deux a deux ne contient qu’'un nombre dénombrable d’ensemble de
mesure non nulle.

Démonstration. Supposons par I'absurde qu'’il existe une famille non dénombrable
T € 2(S) d’ensembles de mesure strictement positive, deux a deux disjoints. Il
existe alors N € w, N >0telque Ty ={X € T | m(X) > %} est non dénombrable.
Ceci découle du fait qu'une union dénombrable d’ensembles dénombrables est dé-
nombrable par 'axiome du choix dénombrable et du fait que T = Un>0 T,. Ainsi, il
existe X4, ...,Xy € Ty distincts qui vérifient par o-additivité de m

N N
m( UXk) = Zm(Xk) > 1.
k=1 k=1

Ceci contredit, par monotonie de m, le fait que m(S) = 1. O



Chapitre 1. Mesurabilité

Banach remarque également que seule la cardinalité de 'ensemble S a une im-
portance dans son probleme de la mesure et qu’il est donc possible de généraliser la
propriété iii) de la fagon suivante.

Définition 1.1.3. Soit m une mesure sur un ensemble S. Pour un cardinal A, la
mesure m est dite A-additive si pour tout ordinal y < A et toute collection de sous-
ensembles disjoints deux a deux {X, | a <y} C S,

m(|JXa) =D mxo),

a<y a<y

ol une somme transfinie de réels est définie comme le supremum des sommes de
sous-collections finies, i.e.

Z m(X,) = sup{zn:m(Xf(k)) lnewetf e ”y}.
k=1

a<y
Remarquons que la o-additivité équivaut a la X;-additivité.

Lemme 1.1.4. Si k est le plus petit cardinal tel qu’il existe une mesure sur k, alors
toute mesure sur K est k-additive.

Démonstration. Supposons par I'absurde que, premiérement, k est le plus petit car-
dinal a admettre une mesure et, deuxiemement, qu’il existe une mesure m sur K qui
ne soit pas k-additive. Il existe alors y < k et une collection {X, | a < y} € « de
sous-ensembles de k disjoints deux a deux tels que m ([ J, <YX0‘) # D < m(X,).
Comme m est X;-additive par définition, nécessairement y > X;. De plus, seul un
nombre dénombrable des X, sont de mesure non nulle par le Lemme 1.1.2. Ainsi
par X;-additivité de m, nous avons :

0= "mX)— > mXp)=y mx)-m( |J X;)

a<y B tel que a<y B tel que
m(Xg)>0 m(Xg)>0
;ém(UXa)—m( U Xﬁ)zm( U Xa).
a<y B tel que a tel que
m(Xg)>0 m(X,)=0

Ainsi, pour le cardinal A = |y|, qui vérifie X; < A < «k, nous avons une collec-
tion {X, | @ < A} de sous-ensembles disjoints deux a deux de x vérifiant d’une
part m(X,) = 0 pour tout a < A et d’autre part, m(| J,.,X,) > 0. Notons r =
m(|J,;, X4) et définissons une mesure 7 sur A par

m X
m(X) — ( U(XEX a) ,
r
pour tout X € A. En effet, nous avons m(A) = f =1, m({a}) = m(f“) = 0 pour tout
a < A et la X;-additivité de m découle de de cette méme propriété possédée par m.
Par conséquent, m contredit la minimalité de m. O
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1.2. La distinction d’Ulam

Nous faisons donc la définition suivante. Un cardinal x tel que k¥ > w est dit
mesurable a valeurs réelles s’il existe une mesure k-additive sur k.

Observons que si m est une mesure k-additive sur k > w, alors pour tout sous-
ensemble X C « tel que |X]| <k,

m(X) = m( U {x}) =Y m({xp =o.
xeX

xeX

En particulier, m(f8) = 0 pour tout 8 < «. Il s’ensuit qu'un cardinal mesurable a
valeurs réelles est régulier. En effet, si @ < k, m est une mesure x-additive sur x et
f € %k, alors |f[a]~ < a <k et donc

m(supf[a) =m(|Jflal) = > m(B)=o.
Bef[al

Il est démontrable dans ZFC qu’un cardinal mesurable a valeurs réelles est fai-
blement inaccessible (voir [Kan94], p.24). De plus s’il existe un cardinal faiblement
inaccessible k, alors L, |= ZFC. Lexistence d’un cardinal mesurable a valeur réelles
n’est donc pas prouvable dans ZFC.

1.2 La distinction d’Ulam

Au sujet des mesures, Ulam a observé la dichotomie importante suivante. Pour
une mesure m Sur K,
i) A C k est un atome pour m si m(A) > 0 et pour tout B C A,

m(B) = 0 ou m(B) = m(A);

ii) m est sans atome s’il n’existe pas d’atome pour m.
L'importance de cette distinction a été illustrée par Ulam, notamment par le théo-
réme suivant.

Théoréme 1.2.1 (Ulam). Si m est une mesure k-additive sans atome sur un cardinal
K, alors k < 2%,

Lemme 1.2.2. Soit m une mesure k-additive sans atome sur un cardinal k, alors
1) Pour tout nombre réel € > 0 et tout X C «k tel que m(X) > 0, il existe Y C X tel
que 0 <m(Y)<eg;
2) Pour tout X C K, il existe Y C k tel que m(Y) = %m(X).

Démonstration. 1). Soit X C « tel que m(X) > 0. Nous définissons par récurrence
sur n € w une suite {X, | n € w} C « telle que Xy =X et 0 < m(X,41) < %m(Xn)
pour tout n € w. Pour cela, remarquons que si Y C k vérifie m(Y) > 0, alors comme
m est sans atomes il existe A C Y tel que 0 < m(A) < m(Y). Nous avons de plus
m(A)+m(Y —A) = m(Y), ainsi on peut choisir entre B =A ou B =Y —A de sorte que
0<m(B) < %m(Y). Prenant alors n € w tel que zinm(X) < €, X,y satisfait 'énoncé.

2). Soit X C « tel que m(X) > 0. Par récurrence transfinie, nous définissons une
suite {X, | @ < w,} telle que X, 2 Xpg pour tout a < 3 et vérifiant m(X,) = %m(X)

7



Chapitre 1. Mesurabilité

ou X, = 0. Nous posons X, = X. Pour a < wj, si m(X,) < %m(X) alors nous
posons X, 1 =0 et si m(X,) > %m(X) nous choisissons X, ; € X, tel que m(X,) >
mXgi1) > %m(X ). Ce choix est possible par 1) qui nous assure qu’il existe Y C X,
tel que

0<m(Y)<m(X,)— %m(X).

Ainsi, en posant X, ,; =X, — Y, nous avons bien
1
m(Xo) =m(Y) +mXe41) > mXopn) =mXe) —m(Y) > Sm(X).

Si B < w; est limite, alors nous posons X =)
nous avons

X4 Sipour tout a < f3, X, #0,

a<f
m(Xy) > m(Xg) = %m(X).

Maintenant, il existe a < w; tel que m(X,) = %m(X ) sinon la collection {X, — X, |
a < w;} contredirait le Lemme 1.1.2. O

Preuve de 1.2.1. Nous montrons que m ne peut pas étre (2%0)*-additive et que donc
nécessairement x < 2%,
Nous considérons sur ~“w le bon ordre donné par

long(s) < long(t), ou

s < t si et seulement si
long(s) =long(t) et's <o, t,

ol <j,, est l'ordre lexicographique. Pour chaque s € <“w, nous définissons par

induction sur ce bon ordre a I'aide du Lemme 1.2.2, un sous-ensemble X, C k de
sorte que

1) m(Xs) = m( Unea)XSA(n));
2) X~ NXs~(m) = 0 pour tous m,n € w distincts;
3) mX~() = 2" Ym(X,) pour tout n € w.

Posons X = k. Pour t > (), remarquons que t s’écrit s (n) pour n € w ets < t.
Si n = 0, nous appliquons le Lemme 1.2.2 pour choisir X;~(g) tel que X;~) < X;
et m(X;~()) = %m(Xs). Si n > 0, nous appliquons également le Lemme 1.2.2 pour
choisir X~ ) tel que

1
X S X — Xy et mX ) = Em(Xs - UXs“(k))-
k<n k<n

Pour tout s € ~“w, les éléments de la collection {X;~(,) | n € w} sont disjoints
deux a deux et ils vérifient m(X;~(,)) = 2~ Dm(X,) et donc

m( U Xsﬁ(n)) = m(X;).

new

Notons N, I'ensemble de mesure nulle X; — |, c., Xs~n)-
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Pour chaque f € “w, nous définissons alors X; = (),.,, X,- Nous avons

n
Y Y —fUO+1 . o—n _
m(Xf)—r}Lngom(Xfrn)—,}LrEOQZ < lim 27" =0.

n—o0

Donc chaque X; est de mesure nulle. Par ailleurs, nous avons partitionné x de la

facon suivante :
x=(Ux)u( U W)

fe“w s€E“Pw

Nous avons donc écrit k comme 'union d’une famille de cardinalité 20 d’ensembles
de mesure nulle, disjoints deux a deux. Il sensuit que m n’est pas (2%¢)*-additive,
comme annonce. O

Par ailleurs, les mesures qui possédent un atome ont la propriété suivante. Sup-
posons que k posséde une mesure k-additive avec un atome A C k. Alors nous pou-
vons définir une autre mesure y sur K par

m(X NA)
uX) = )

pour tout X C k. Cette mesure est x-additive et prend ses valeurs dans {0,1}. Une
telle mesure est avantageusement représentée comme l'ultrafiltre :

U= X Sx | p(x) =1}
Nous rappelons la définition d’un ultrafiltre.

Définition 1.2.3. Un ultrafiltre sur un ensemble S est un ensemble U C #(S)
vérifiant les propriétés suivantes

i) SeUethe¢U,;

ii) Pourtout X € U etpourtout Y €S, X CY implique Y € U;

iii) Pourtous X,Y € U,XNY € U;

iv) Pourtowt X CX,XeUouS—-XeU.
Un ultrafiltre U sur S est dit non principal s’il vérifie de plus

v) pour tout x €S, {x} ¢ U.
Dans le cas ot S est un cardinal k, nous adoptons la convention suivante

vi) Pour tout ordinal a < k, le segment finalk —a={f €x | >a} eU.
Un ultrafiltre U sur S est dit A-complet pour un cardinal A si pour tout y < A et
toute famille {X, |a <y} S U, [, Xq €U.

a<y

Le point vi) de la définition précédente est une convention que nous prenons
du fait du lien étroit entre la notion d’ultrafiltre et celle de mesure avec atome. En
effet, pour l'ultrafiltre U, définit ci-dessus, la k-additivité de u entraine que u(a) =
U(Uﬂ<a{ﬁ}) =0.0r1=p(x)=pw(a)+u(xk—a)etdonc u(xk —a) =letk —a € U,.
Le point ii) de la définition est vérifié par U, du fait de la monotonie de la mesure u.
Le point iv) découle, quant a lui, du fait que pour tout X € x, 1 = u(X) + u(x — X).
En outre, l'ultrafiltre U, issu de la mesure u est non principal, car la propriété ii)
d’une mesure nous assure que u({a}) =0 pour tout a € k.

Par ailleurs, la A-complétude d’un ultrafiltre possede une caractérisation duale.

9



Chapitre 1. Mesurabilité

Lemme 1.2.4. Un ultrafiltre U sur S est A-complet si et seulement si pour tout y < A

et toute famille {X, |a <y} C S, si anXa € U, alors il existe a < y tel que X, € U.

Démonstration. Par contraposition, supposons qu’il existe y < A et {X,|a <y} CS
tel que anXa € U mais que pour tout a <y, X, ¢ U. Ainsi S — X, € U pour tout

a et
S—(6-x)=Jxq€U.
a<y a<y
Donc ﬂa<Y(S —X,) ¢ U et donc U n’est pas A-complet.

Réciproquement, par contraposition également, supposons qu’il existe y < A et
{Xola<y}SUtelque(),., X, € U. Dans ce cas, [, (S —Xo) =5 — (e, Xo €
U, alors que S — X, ¢ U pour tout a < y. 0

Ainsi, si U est un ultrafiltre non principal et k-complet sur un cardinal x, alors la
condition vi) est automatiquement vérifiée.

Par ailleurs, la k-additivité de u implique la k-complétude de U,,. En effet, soient
y < k et une famille {X, | a < y} € « telle que Ua<YXa € U,. Alors si X, ¢
U, pour tout a, i.e. u(X,) = 0 la k-additivité de u implique que u(|J,.,X,) <
Zaq w(X,) =0, contredisant le fait que anXa €U,

Notons également qu'un ultrafiltre non principal induit une mesure a valeur dans
{0, 1} de facon évidente. La k-complétude implique alors la k-additivité de la mesure
induite.

Ces considérations sur l'ultrafiltre x-complet associé & une mesure k-additive
avec atome sur un cardinal k nous menent a la définition du concept le plus impor-
tant de la théorie des grands cardinaux.

a<y

Définition 1.2.5. Un cardinal k > w est mesurable s’il existe un ultrafiltre x-
complet non principal sur .

Cette notion est une généralisation directe de I'existence d’ultrafiltres sur w qui
sont bien siir w-complets. La propriété de cloture par intersection finie est triviale-
ment préservée lorsque I'on considére 'union d'une chaine de filtres pour I'inclusion.
Ainsi, en considérant le filtre C des sous-ensembles cofinis de w, i.e. ceux dont le
complémentaire est fini, et 'ensemble des filtres contenant C, I'existence d’'un ultra-
filtre non principal sur «w découle du Lemme de Zorn. Cependant, la xk-complétude
pour k > w n’est pas préservée de la méme facon, de sorte que I'existence de cardi-
nal mesurable doit étre explicitement formulée. C’est ce que démontre le théoreme
suivant.

Théoréme 1.2.6 (Ulam et Tarski). Un cardinal mesurable est fortement inaccessible.

Démonstration. Soit U un ultrafiltre k-complet sur un cardinal ¥ > w. En tant que
cardinal mesurable a valeurs réelles, k est régulier comme nous I'avons déja remar-
qué. Supposons par 'absurde que pour un cardinal A < x, nous avons une fonc-
tion injective f : k — *2. Remarquons que pour tout a < A, il existe i, € {0,1}
tel que X, = {§ € k | f(§)(a) = i,} € U. Par k-complétude de U, nous avons
X = ﬂaan € U. Cependant, si n,& € X, alors pour tout a € A, f(&)(a) =i, =
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fm(a),ie. f(&) = f(n), et donc & = n par injectivité de f. Cela implique |[X| <1,
contredisant le fait que X € U. O

Rappelons que pour x fortement inaccessible, V,. satisfait ZFC.
Par analogie avec la théorie de la mesure, si U est un ultrafiltre sur un cardinal
K, nous dirons qu'une propriété ¢ (x) est vérifiée (U-)presque partout si {a < « |

¢(a)} .

1.3 Ultrafiltres normaux

Définition 1.3.1. Un ultrafiltre U sur un cardinal A est normal si pour tout f € *U,
I'intersection diagonale de f appartient a U, i.e.

Afl@={Eg<rige(fl@}eU.

a< a<&

Par convention, 0 ¢ A, f(a) quelque soit f € *U.

Remarquons qu’un ultrafiltre normal U sur A est A-complet. En effet, pour f € 'U
pour y < A, considérons f € *U définie par f(a) = f(a) pour a <7, et f(a) = A si
¥ < a < A. Observons alors que

-0 A fl@c () fla),

a<l a<y

ainsi comme les segments finaux appartiennent a l'ultrafiltre selon notre défini-
tion 1.2.3, la normalité de U implique que ﬂaqf(a) ev.

Le lemme suivant exprime une caractérisation importante de la normalité d’un
ultrafiltre : Un ultrafiltre U sur un cardinal A est normal si et seulement si toute
fonction f € *2 régressive U-presque partout est constante U-presque partout.

Lemme 1.3.2. Soit U un ultrdfiltre sur un cardinal A. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

1) U est normal;

2) Pour toute fonction f € *A telle que {£ < A | f(§) < E} €U, il existe a < A tel

que {E <A|f(E)=a}el.

Démonstration. 1)=2). Supposons que U est normal et qu’il existe une fonction
fe’AtellequeX ={& < A | f(§) < £} € U et pourtant pour tout a < A, f “*({a}) ¢
U. Alors pour tout & < A, A — f " }({a}) € U et par normalité de U, lintersection
diagonale A,.,;(A — f1({a})) € U. Or X N A<, (A — f"1({a})) = 0. En effet, si
EeXnN Ay (A= Ff1{a}),ie. E€X, E#0et& € ﬂa<§k — f71({a}), alors

f(&) # a pour tout a < &£ ce qui est impossible par définition de X.

2)=1). Par contraposition, supposons que U n’est pas normal. Il existe alors une
fonction g € *U telle que A, g(a) ¢ U. Par conséquent, X = A — A,; g(a) €U
et nous définissons f € *A par f(&) = minfa | £ ¢ g(a)} si £ € X, et f(&) =&
si £ € A —X. Observons que comme pour tout £ € X, nous avons par définition
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de X que & ¢ ﬂa<§ g(a), nécessairement f (&) < & par définition de f. Or aucun

f~Y({a}) nappartient a U. En effet, pour tout a < A, g(a) € U par hypothese et
f{aPng(a) C {a} ¢ U car par définition de f, £ ¢ g(f(£)) pour tout £ €X. 0O

Lemme 1.3.3. Si k est un cardinal mesurable, alors il existe un ultrafiltre normal sur
K.

Démonstration. Soit U un ultrafiltre x-complet sur k. Nous définissons sur “« la
relation d’équivalence

f ~gsietseulementsi {a <k |f(a)=gla)eU
et nous définissons un ordre total strict sur les classes d’équivalences par
[f]<[g] sietseulementsi{a<k|f(a)<g(a)}eU.

Il est facile de voir que cette relation est bien définie et asymétrique. Elle est transi-
tive car si [f] < [g] et [g] < [h], alors

fa<x|f(a)<h(@}2{a<k]|f(a)<gla)in{a<k|gla)<h(a)}eU.

C’est de plus un ordre total car pour tous [f ] et [g], comme < est un ordre total sur
K, nous avons la partition suivante

k={a<x|f(a)<gla)jui{a<k|gla)<fla)}ui{a<xk]f(a)=gla)}

La k-complétude de U implique en outre que cet ordre linéaire est un bon ordre
sur les classes d’équivalences. En effet, supposons que {[f,] | n € w} est une suite
décroissante et posons X, = {a < k | foy1(a) < f,(a)} € U pour tout n € w. La
k-complétude de U implique alors en particulier que X = ﬂnean € U. Or X doit
étre vide car si a € X, alors la suite d’ordinaux {f,(a) | n € w} est décroissante,
contredisant le fait que < est un bon ordre sur .

Nous pouvons donc considérer une fonction f € *k dont la classe [f] est I'élé-
ment <-minimal de 'ensemble

{[g]‘gEKK/\VYEK(g‘l(K—(Hl)) eu)}

qui est non vide car [id, ] lui appartient, ou id,. est la fonction identité sur k.
Pour cette fonction nous définissons alors 'ultrafiltre

U={xcxl|f'Xx)eUy,

et nous montrons qu’il est normal sur k. Par le Lemme 1.3.2 il nous suffit de voir
que toute fonction régressive U’-presque partout est constante U’-presque partout.
Soit donc h € ¥k régressive U’-presque partout. Posons g = ho f la composition de
f avec h. Nous avons par définition de U’ que

fa<xlgl@<f(@}2f7'{B<xIRB)<BHeU"
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Par conséquent [g] < [f] et par minimalité de [f], il existe y < x tel que g~ (x —
(y+1)) ¢U,donc{a<x|gla)<y}eU.Or

Uta<xlgl@=pt={a<x|gla)<y}eU
B<y

ainsi par x-complétude (voir Lemme 1.2.4), il existe < y tel que {a <k | g(a) =
B} € U et donc g est constante U-presque partout. Par définition de g et de U’,
cela signifie que {a < k | h(a) = B} € U’ et donc que h est U’-constante presque
partout. O

Théoréme 1.3.4 (Rowbottom). Soit U un ultrafiltre normal sur k. Pour tout n € w,
n > 0, et toute fonction F : "[k] — {0, 1}, il existe X € U tel que F|"[X] est constante.

Démonstration. Par induction sur n > 0. Si n =1, c’est évident. Supposons que pour
un certain n > 0 pour toute fonction G : "[k] — {0,1} il existe X € U tel que
G|"[k] est constante et considérons F : "1[kx] — {0, 1} arbitraire. Pour tout a < x
définissons F, : "[x] — {0, 1} par

_ | F(su{a}) sia<mins;
Fa(s) = { 0 sinon.

Par I'hypothese d’induction, pour tout a < k, il existe X, € U et ¢, € {0,1} tels
que F,|"[X,] = ¢,- Remarquons que 'association a chaque a < k de c, consiste en
une fonction ¢ : k — {0, 1} et qu’il existe donc Y € U tel que c[Y est constante. Par
ailleurs, la normalité de U implique que lintersection diagonale X = A, .. X, € U.
Posons Z = Y NX et montrons que F prtl [Z] est constante. Pour ceci considérons
{€,ay,...,a,} € ™ [Z] o & < a; < -+ < a, et donc & < min{ay,...,a,}. Par
définition de l'intersection diagonale, nous avons que aj,...,a, € Xy et donc par
définition de Fy et de X :
F({&,aq,...ap} =F({&}U{ay,...,ap}) = Fe(aq,...,a,) =cg.

n+1x] est constante.

O

De plus £ €Y et comme c|Y est constante, il en résulte que F|

Corollaire 1.3.5. Soit U un ultrafiltre normal sur k. Pour tout n € w, n > 0, nous
définissons
U, ={X C"[x]|3X" € U(FxI"[X'] = 1)}

ot Fy : "[x] — {0, 1} est la fonction caractéristique de X, i.e.

1 siseX;

FX(S):{ 0 sis¢X.

Alors U, est un ultrafiltre x-complet sur "[x].

La définition de l'ultrafiltre k-complet U,, sur "[x] induit par 'ultrafiltre normal
U sur « se formule également comme

U, = {X S "[x]|3X' e UC[X'] € X)}.

13



Chapitre 1. Mesurabilité

Démonstration. Remarquer tout d’abord que pour F : "[x] — {0,1} si X, Y € U sont
tels que F["[X] et F|"[Y] sont constantes, alors F["[X] = F|"[Y]. En effet, comme
XNY eUilexistes € XNY et donc FI"[X](s) = F["[Y](s). Par conséquent, si
X € U, alors il n’existe pas de Y € U tel que Fx["[Y] =0.

Montrons que U, est un ultrafiltre sur "[k]. Puisque "[x] € U, il suffit de
prendre X’ = k. Si X € U, et Y C "[x] contient X, alors pour X’ € U tel que
Fx!"[X'] = 1 nous avons aussi Fy ["[X’] = 1. Pour tout s € "[x], {s} ¢ U, car
X’ = k—sups € U et donc Fg;["[X’] = 0. De plus, pour tout X € "[x] siX ¢ U, alors
il existe X" € U tel que Fx|"[X'] = 0 et donc Fa,_x ["[X'] =1, i.e. "[x] =X € U,,.
Afin de remarquer que U,, est k-complet, soit {X, | a < y} € U,, pour y < k. Mon-
trons que X = ﬂa<YXa € U,,. Pour tout a < , il existe X, € U tel que Fx_["[X] =1,
alors par k-complétude de U, X' = ﬂaqux € U et nous avons Fy ["[X'] =1, i.e.
XeU,. O

Notes. Les sections 1.1 et 1.2 sont inspirées de la section 2 du chapitre 1 de [Kan94]. Toutefois, le
Théoréme 1.1.1 est une adaptation personnelle de 'argument classique pour la mesure de Lebesgue.
Le lemme 1.3.2 est inspiré des exercices 5.10 et 5.11 a la page 53 de [Kan94]. Le Lemme 1.3.3 est
tiré du Théoréme 10.20 p. 134 de [Jec03]. Le Théoréme 1.3.4 trouve sa source par exemple dans le
théoréme 10.22, p. 136 de [Jec03].
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Chapitre

Interprétations relatives

A qui la poursuit
la luciole
apporte sa lumiére

Otomo Oemaru

La richesse d'une théorie incompléte ne serait-elle pas sa capacité a per-
mettre en son sein la conception d’autres univers différents que celui in-
complétement sous-entendue par elle-méme?

La considération d'objets s'imposant par leur taille sur un univers d'objet
supposé par une théorie est intrinséquement un tel enrichissement de cette
théorie.

2.1 Interprétations relatives

Une interprétation relative de la théorie des ensembles en elle-méme consiste
en un couple de formules (M(x,v),E(x,y,v)) dont les seules variables libres sont
respectivement x, v et x, y, v. Nous pensons & v comme un parametre définis-
sant la classe {x | M(x,v)} et la relationnelle {(x,y) | E(x,y,v)}. Intuitivement,
M représente le domaine de notre interprétation et E l'interprétation du symbole
d’appartenance. Pour toute formule ¢ du langage de la théorie des ensembles, nous
définissons la formule ¢ME appelée la relativisée de ¢ a notre interprétation rela-
tive par induction sur la hauteur des formules :

(x=y)MF:x=y
(x € y)™F  E(x, y,v)
(~p)F : pME
(b APYME ; ME p oy ME
(Fxd)ME : Ix (M (x,v) A pME)
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Nous adoptons la notation classique x € M(v) en lieu et place de M(x,v).

Dans le cas particulier ot E(x, y,v) : x € ¥, nous notons simplement par M (x,v)
l'interprétation relative et ¢M la relativisée de ¢ a M.

En analogie avec le vocabulaire de la théorie des modeles, nous adoptons les
définitions suivantes.

Définition 2.1.1. Soit (M, E) une interprétation relative.
1) Pour un énoncé ¢, nous disons que ¢ est vraie dans (M,E) ou de fagon
équivalente que (M, E) satisfait ¢, si ZFC - ¢M-E ;
2) Pour un ensemble d’énoncés T, nous disons que T est vrai dans (M, E) ou
de facon équivalente que (M, E) est un modele de T, si tout énoncé de T est
vraie dans (M, E).

Définition 2.1.2. Soit (M, E) une interprétation relative.
1) M est une classe transitive, si

ZFCHVxVy((M(y)Ax €y) — M(x));
2) M contient tous les ordinaux, si
ZFCF Vx(x € ON — M(x)
3) (M, E) est un modeéle de ZFC, si pour tout énoncé de o de ZFC,
ZFCF oME,

Finalement, (M,E) est un modele transitif de ZFC, s’il vérifie 1) et 3). C’est un
modele intérieur de ZFC s’il vérifie 1), 2) et 3).

Définition 2.1.3. Soient (M,, E;) et (M, E,) deux interprétations relatives et j(x, y)
une formule a deux variables. Nous disons que j est une fonctionnelle de M, vers
M,, si

ZFCFVYx e M3y € Myj(x,y).

Nous notons dans ce cas j : M; — M,. De plus, nous adoptons la notation plus
classique suivante, pour a € M;, j(a) est 'unique ensemble b € M, tel que ZFC +

Jj(a,b).
Nous faisons les définitions suivantes pour une fonctionnelle j : M; — M,.
1) j est injective, si

ZFCHVx e MYy e MiVz € My (j(x,2) A j(y,2) > x =)
2) j est surjective, si
ZFCHVYy e Mydx e M;j(x,y)

3) j est bijective, si j est injective et surjective.
4) j est un isomorphisme, si j est bijective et

ZFCHVx e M,Vy € M, (El(X,J’) — Ez(j(x),j(J’)))-
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5) j vérifie le schéma d’élémentarité, si pour toute formule ¢(x,...,x,) dela
théorie des ensembles et tous ay,...,a, € M,

ZFCF ¢[ay,...,a,MF — ¢ [j(ay),...,j(a,) M2,

6) j est une injection élémentaire, si elle est injective et vérifie le schéma d’é1é-
mentarité.

Remarquons qu’un isomorphisme vérifie le schéma d’élémentarité.

Observons que si j : M; — M, est une injection élémentaire entre deux classes
M, et M,, nous avons pour toute formule ¢ (vy,...,V,) absolue pour M; et M,, et
tous ay,...,a, € My

ZFCF ¢[ay,...,a,] < ¢[ay,...,a,]™
- d)[j(al)’ . 'Jj(an)]MZ — d)[j(al)’ .. 'Jj(an)]'

Nous utilisons cette observation a plusieurs reprises, notamment dans le lemme sui-
vant. Pour les formules que nous utilisons, I'absoluité pour les modeéles transitifs de
ZFC est un résultat classique (voir par exemple [Kun80], Chapter IV).

Lemme 2.1.4. Supposons que ZFC F- j : M; — M, est une injection élémentaire d’un
modeéle intérieur de ZFC vers un modéle transitif de ZFC. Alors pour tout ordinal a,
j(a) est un ordinal et j(a) > a.

Démonstration. Soit a un ordinal, c’est a dire ZFC |- ord(a) ot ord(x) est la formule
absolue disant que x est transitif et bien ordonné par €. Comme M; est un modeéle in-
térieur, @ € M. Par I'observation précédant le lemme, nous avons ZFC F ord(j(a)).

Par induction sur les ordinaux, montrons que pour tout ordinal a, a < j(a).
Observons tout d’abord que j(@) = @, car la formule z = @ est absolue.

Supposons maintenant que a < j(a) et montrons que a + 1 < j(a+ 1). Comme
y = x U {x} est une formule absolue, a + 1 = a U {a} implique j(a + 1) = j(a) U
{j(@)} = j(a)+ 1. Par hypothése d’induction, j(a+1)=j(a)+ 1> a+1.

Supposons enfin pour 3 limite que a < j(a) pour tout a < . Comme un ordinal
est transitif, pour tout a@ < 8, nous avons a € . Ainsi, par absoluité de la formule
x € y, nous avons j(a) € j(B) pour tout a < . Ainsi, par hypothése d’induction,
pour tout a < 3, a € j(a) € j(B) etdonc B C j(B), i.e. B < j(B). O

Lemme 2.1.5. Soit T une théorie du langage de la théorie des ensembles qui étend
ZFC et j(x, y) une formule a deux variables libres. Supposons que T - j(x,y) est une
injection élémentaire de (V,€) dans un modéle (M, €) transitif de ZFC et que j est
non triviale, i.e. T F 3x(x # j(x)). Alors T I « il existe un plus petit ordinal & tel
que j(&6) > & ». En outre, 6 est limite et pour tout ensemble x tel que rang(x) < 6,

j(x)=x.

Démonstration. Soit x un ensemble de rang minimal tel que j(x) # x. Posons 6 =
rang(x). Remarquons que x C j(x), car par élémentarité de j et minimalité du rang
de x, si y € x alors y = j(y) € j(x). Par conséquent, nous pouvons choisir z €
j(x) — x. Maintenant si rang(j(x)) < &, alors par minimalité de &, j(z) =z € j(x)
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qui est équivalent a la formule contradictoire g € x. Par conséquent, rang(j(x)) > 6.
Or la formule v, = rang(v;) est A%FC et donc absolue pour les modéles transitifs de
ZFC (voir [Kan94], Lemme 0.2, p.5). Il découle alors du schéma d’élémentarité que

Tk rang(x) = § < (rang(j(x)) = j(5))™ < rang(j(x)) = j(5).

Ainsi, j(6) = rang(j(x)) > 6. En outre, 6 est limite car si & = a + 1, alors comme
rang(a) = a < &, nous avons la contradiction j(6) = j(a+1) =j(a)+1=a+1=34.
De plus, 6 est minimal car par définition de §, nous avons de facon générale que pour
tout ensemble x avec rang(x) < &, j(x) = x. O

Pour une injection élémentaire j comme dans le lemme précédent, nous notons
6 = crit(j) le point critique de j pour une formule satisfaisant

T 6 = crit(j) «— & est le plus petit ordinal déplacé par j.

2.2 Ultrapuissances de I'univers

Soit U un ultrafiltre sur un ensemble S. Notons Fs la classe des fonctions de
domaine S. Nous définissons sur Fg la relationnelle d’équivalence

f ~ygsietseulementsi {xeS|f(x)=g(x)}eU
ainsi que la relationnelle
f €y gsietseulementsi {x €S| f(x)eg(x)}elU.

Afin de considérer comme une classe le quotient de la classe Fs par la relation-
nelle d’équivalence ~;, nous utilisons une astuce indiquée par Scott pour définir
pour chaque fonction f de domaine S ’ensemble

[fly=1{g€Fs| g~y f AVheFs(f ~yh— rang(g) <rang(h))}.

C’est bien un ensemble car pour a le rang d’un élément de rang minimal de la classe
non vide {g € F5 | g ~y f}, nous avons [f ]y € V5.

Nous formons alors la classe Ult comme la classe des [f ]y pour f € F. La classe
Ult n’est rien d’autre que la formule de la théorie des ensemble

Ult(x) : 3f € Fs(x = [f1y).

tandis que la relationnelle ~; est la formule a deux variables libres S;;(x, y) donnée
par exemple par

SU(f’g):fEFsAgGFs/\VX95((Vy65(f(y)=g(y)—>y€X)) —>XeU),

Ainsi, lorsque nous disons que ~; est une relationnelle d’équivalence, nous enten-
dons que

ZFCFVxSy(x,x)AVx,y,z ((SU(x,y) ASy(y,2)) — SU(x,z))
A VXVJ’(SU(X,}’) — Su(y,X))
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En outre, la relationnelle €;; sur Fs induit une relationnelle E;; sur Ult qui est
donnée par la formule a deux variables libres suivante

Ey(x,y):3f,g €Fs(x =[flyny =[gly Az €S| f(z) e g} eU).

Cette relationnelle est bien définie sur Ult car

ZFCF Ey(x,y) < (Ult(x) AULE(y)A
Vf.geFs((x =1y Ay =[gly)— {zeS | f(x) egx)} € V))

L'interprétation relative constituée par le couple de formule (Ult, E;;) est appelée
I'ultrapuissance de I'univers V par l'ultrafiltre U. Nous avons une version du théo-
réeme de oS pour cette interprétation relative. Ce théoréme est en fait un schéma
de théorémes de ZFC car la relation de satisfaction entre formules et classes propres
n’est pas formalisable dans ZFC.

Théoreme 2.2.1. Pour toute formule ¢(vy,...,V,) de la théorie des ensembles et toutes
fonctions f,..., f, € Fs,

Ult,E
ZFCE ¢ [[filys - [fulu] Y = {x €S | $LFi(x),..., fu()]} € U.
En particulier; pour tout énoncé o,
ZFCr o — o

Démonstration. Par induction sur la hauteur des formules.

Formules atomiques. Pour ¢p : x =y et ¢ : x € y, c’est immédiat par définition
de Sy et de Ey;.

Connecteurs logiques. Pour la négation, puisque pour X € S, X € U si et seule-
ment si S — X ¢ U, nous avons

ZFCF (=g [f )15 o ~(p[F)VILEY
—{xeS|P[fN}F U — fx eS| ~p[f ()]} V.

Quant a la conjonction, nous utilisons le fait que X € U et Y € U si et seulement si
XNY €U, etdonc

ZFCI—(¢ /\w)Ult,EU s d)Ult,EU Al/)Ult,EU
<_>({XGS|¢}€U/\{XGS|1/)}€U)(—){xéSlqﬁ/\w}eU_

Quantificateur existentiel. Supposons pour commencer que

ZFCH Ay [[f1l,-.., [fu]])eEw. (2.1)

Il existe alors [g] € Ult tel que ZFCF ¢ [[g], [f1],..., [f,]]. Par conséquent,
ZECH {x €S| p[g(x), fr(x), ..., fu(x)]} €U,
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et donc
ZFCH{xeS|3yp[fi(x),...,fr(x)]} eU. (2.2)

Réciproquement, si 2.2 est vérifiée, par 'axiome du choix, choisissons pour chaque
x €S un témoin y, € V tel que ZFCF ¢ [y, f1(x), ..., f,(x)]U"Fv . Nous définissons
alors g : S — V par g(x) = y, qui vérifie alors ZFC+ ¢ [[g], [f1],---, [fn]]Ult’EU et
implique (2.1). O

Pour chaque ensemble x € V, notons c, : S — {x} la fonction constante. Nous
définissons la fonctionnelle j : V — Ult par j(x) = [c, ]y, i.e. comme la formule a
deux variables libres

G y)y =leeu-

Par le Théoreme précédent, la fonctionnelle j est une injection élémentaire. En
effet, pour toute formule ¢(vy,...,v,), et tous ensembles x1,...,X,, ¢[xX1,...,X,]
est équivalent a ¢ [cy (s),...,cy, (s)] quelque soit s € S. Ainsi, I'ensemble {s € S |
¢ Ley, (5), .-, cx (s)]} est soit vide soit égale a S suivant si ¢ [xy,...,x,] ou non. Par
conséquent, ¢[xy,...,x,] est équivalent a {s € S | ¢p[c, (s),...,cy (s)]} € U qui
équivaut par le Théoréme 2.2.1 2 ¢ [j(x7),...,j(x,)]VtEu,

Remarquons que l'ultrapuissance E; est « set-like » sur Ult, a savoir pour tout
[fly € Ult, {[gly € Ult | [g]lyEy[f]1y} est un ensemble. En effet, si [glyEy[f]y,
définissons g’ : S — V par

/ g(s) sigls)ef(s);
gls)= { 0 sinon.
Nous avons clairement g’ ~;; g, i.e. ZFC Sy (f, g). En outre rang(g’) < rang(f),

et donc [g]y € Viang(f)+2- Par conséquent {[g]y € Ult| [g]yEy[f]u} € Viang(r)+3 €t
c’est donc un ensemble.

De plus, Ej; est extensionnelle sur Ult car, par le Théoréme 2.2.1, ZFC prouve
la relativisation de I'axiome d’extensionnalité a I'interprétation relative (Ult, E;).

Observons cependant que la relativisation de I'axiome de fondation a (Ult, E;),
a savoir,

Vx e Ult [Ely € Ult(yEyx) — 3y € Ult (yEyx A =3y € Ult(zEyx A zEUy))]
n’équivaut pas au fait que la relationnelle E;; est bien fondée sur Ult, i.e. que
ZFCHVYX CUlt(X #0 — 3y € X(—(Iz € X)Ey(2,¥))).
En fait, une hypotheése forte sur l'ultrafiltre est nécessaire pour assurer cela.

Théoreme 2.2.2. Soient U un ultrafiltre sur un ensemble S et (Ult, Ey;) Uultrapuissance
correspondante. ZFEC montre que U est X;-complet sur S si et seulement si E;; est bien
fondée sur Ult.
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2.2. Ultrapuissances de 'univers

Démonstration. =. Par 'absurde, supposons que U est X;-complet et qu’il existe
dans Ult une chaine infinie descendante {[f,,];; | n € w} pour E;. Nous avons donc
pour tout n € w que X,, = {x € S| f,;1(x) € fo(x)} € U et par R;-complétude de
U X = ﬂnean € U. 1l existe donc x € X pour lequel la suite {f,(x) | n € w} est
infinie descendante pour 'appartenance, contredisant I’axiome de fondation.

<&. Par contraposition, supposons qu’il existe {X, | n € w} € U tel que X =
NhewXn € U. Pour Y, =), X, € U nous avons Vi1 = YV, NX; S Xy et ey, Ve =
X ¢ U. Définissons pour chaque n € w une fonction f,, : S — w par

minfk>n|xe€Y, Y1} —n sitk>n|xeY -V} #0;

falx) = { 0 sinon.

Nous avons pour tout n € w que

(X €S| fry1(x) € fo(x)} 2 ¥pyy ~X € UL

En effet, pour tout x € Y,,,; — X, il existe k > n+ 1 tel que x € Y, — Y;,,. Ainsi,
pour k minimal, nous avons f,,1(x) =k —(n+1) € k —n = f,(x). Il s’ensuit que
{lfu]u | n € w} est une suite infinie descendante pour Ey;. O

Ainsi, pour un ultrafiltre X,-complet U sur un ensemble S, la relationnelle E;; est
set-like, extensionnelle et bien fondée sur Ult. Par le théoréme de collapse de Mos-
towski (voir [Kun80], Theorem 5.14, p. 106), il existe une formule M unique dé-
crivant une classe transitive et une fonctionnelle i unique qui soit un isomorphisme
entre Ult et M.

Remarquons que M est un modele transitif de ZFC par le Théoréme 2.2.1 et
qu’il contient tous les ordinaux. Pour voir ceci, considérons l'injection élémentaire
jy=1io0j:V — M. Par le Lemme 2.1.4, pour tout ordinal a, j;(a) est un ordinal
> a. Ainsi pour tout ordinal a, soit @ = j;(a) € M ou alors a € j;(a) € M et donc,
comme M est transitive, a € M.

Convention. Si U est un ultrafiltre X;-complet sur un ensemble S, le modele inté-
rieur de ZFC (Ult, €), noté simplement Ult(U), est I'interprétation relative fournie
par le théoreme de collapse de Mostowski a partir de (Ult, E;;). De plus, 'injection
élémentaire j; : V — Ult(U) désigne la composition i o j dont 'expression formelle
est

Jo,y) 32 (0,2 Az, y)).

Pour f : S — V, nous conservons cependant la notation [f ];; pour représenter 1’élé-
ment correspondant i([f];) du collapse de Mostowski.

Proposition 2.2.3. Supposons qu’il existe un cardinal mesurable k et que U est un
ultrdfiltre xk-complet sur k. Considérons linjection élémentaire correspondante j; : V —
Ult(U) dans le modéle intérieur Ult(U). Alors k est le point critique de jy, i.e. k =

crit(jy).

Démonstration. Remarquons que par le Lemme 2.1.4, pour tout ordinal a, j(a) est
un ordinal et a < j;(a). Nous commencons par montrer que j;(a) = a pour tout
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a < k. Sinon, soit a < k le plus petit ordinal tel que a < jy(a). Soit f : k = V
tel que [f]y = a, alors {§ < k| f(£) < a} € U et par xk-complétude de U (voir
Lemme 1.2.4) il existe § < a tel que {{ <k | f(§) = B} € U. Ainsi par minimalité
de a, nous avons la contradiction a = [f ]y = jy(B) = B.

Ensuite, rappelons que pour tout a < k, k — (¢ + 1) € U. 1l s’ensuit que pour la
fonction identité id : k — x, nous avons pour tout a@ < K :

a = jy(a) < [id]y < jy(x).
Par conséquent, x < [id]y < jy(k) et donc crit(jy) = k. O

Nous reprenons le cadre du Lemme 2.1.5, nous donnons maintenant, en quelque
sorte, une réciproque au théoreme précédent.

Théoreme 2.2.4. Soit T une théorie du langage de la théorie des ensembles qui étend
ZFC et j(x,y) une formule a deux variables libres. Supposons que T prouve que j(x,y)
est une injection élémentaire de (V,€) dans un modele intérieur (M, €) qui est non
triviale, i.e. T - 3x (x # j(x)). Alors T prouve que crit(j) est un cardinal mesurable.

Démonstration. Posons k = crit(j). Nécessairement, k > w car tout ordinal a < w
est définissable, donc par élémentarité de j, nous avons j(a) = a. Nous définissons
alors

U={XCxk|xejX)i,

et nous montrons que U est un ultrafiltre x-complet sur . Tout d’abord par définition
de k = crit(j), nous avons bien k € j(x).

Par ailleurs, siX € U et Y C k vérifient X C Y, alors k¥ € j(X) € j(Y) et donc
Y € U. En effet, pour tout x € j(X), rang(x) < x et donc par le Lemme 2.1.5,
j(x) = x et par élémentarité x € X C Y et donc j(x) € j(Y).

De plus, pour tout a € k, {a} ¢ U car par élémentarité de j et absoluité de la
formule {x} = y, nous avons j({a}) = {j(a)} = {a}.

Le fait que pour X € k k € j(X) ou k € j(k — X) découle de I'absoluité de la
formule z = x U y et de I'élémentarité de j. En effet, nous avons pour tout X C «
que j(x) = j(X) U j(x —X).

Pour la k-complétude, soit y < k et F € "U. Alors comme « € j(F(a)) pour tout
a <y, nous avons K € ﬂaqj(F(a)). Or comme j(a) = a pour tout @ < y et comme
« étre une fonction » est une formule absolue pour les modéles transitifs de ZFC, j(F)
est une fonction de domaine y telle que j(F)(a) = j(F(a)). Par conséquent,

i(F@la<yh) =iE ) [a<y}=(GE@) | a<r},
et donc ({F(a)|a <y} €U. O

Pour l'ultrafiltre k-complet U défini sur k = crit(j) dans le théoréme précédent,
nous pouvons considérer le modele intérieur Ult(U) et I'injection élémentaire jy; :
V — Ult(U). Observons que j peut étre factorisée comme j = k o j; pour I'injection
élémentaire k : Ult(U) — M définie par

k(Lf1y) = ().
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La fonctionnelle k est bien injective car si pour f, g : k — V, nous avons k([f]y) =
k([gly), alors j(f)(x) = j(g)(x) et donc

ke{a<jx)[j(f)a)=j(g)a)} =jl{a<x|f(a)=g(a)}),

ainsi par définition de U, [f ]y = [g]ly-
De plus k est élémentaire. En effet, soit ¢(vy,...,v,) une formule de la théorie
des ensembles et [f1]y,. .., [fnly € Ult(U). Alors,

ZECH ¢ [[Alyse- o ulu]" W = fa <k | $[fi(@),..., f(@)]} €U
—refa<ji) | L@, .., iF)@M}
= SLFDE, - J DM
= I filp)s - k([f] )™

ou la premiere équivalence découle du Théoréme 2.2.1, la seconde provient de la
définition de U, la troisiéme est évidente, tandis que la derniere est la définition de
k.

Pour voir que k o j; = j, rappelons que pour x € V, jy(x) = [c, ]y, ol ¢, : Kk —
{x} est la fonction constante. Par conséquent, pour tout x € V,

k(jy(x)) = k([ex]u) = jex)(x) = j ().

Nous résumons cette factorisation par le diagramme suivant.

M
i crit(j) =«
k U={Xcx]|xejX)}
v UI(U) k([f1y) =J(f)(x).

Ju
Notons finalement que nous pouvons généraliser la construction précédente.

Définition 2.2.5. Soient (M, €) un modele transitif de ZFC et S € M. Une collection
UC@M(S)=2(S)NM est un M-ultrafiltre sur S si :

) SeUetBeU;

ii) siXeUetYeU,alorsXNY eU;

iii) siXeUetY e 2M(S)avecX CY,alorsY € U.

iv) pour tout tout X € ZM(S), X €eUouS—-X € U;

Si M est un modele transitif de ZFC et U est un M-ultrafiltre sur S € M, alors
nous pouvons former l'ultrapuissance (Ult(M, U), Ey;) de facon similaire. En fait, la
formule Ult(M, U)(x) est (Ult(U)(x))M qui est équivalente a

Ult(M,U)(x): (3f €M nM)x = [f]y.
Avec une démonstration similaire, 'analogue du Théoréme 2.2.1 est
ZFCE ¢ [[Ailus- s Udu] "M o fs €S 1S LAE), . fuIM} € U.
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et en particulier pour tout énoncé o,

ZFC | gUMMUEy , M

Si U est un M-ultrafiltre mais que U &€ M, alors l'ultrapuissance de M par U n’est
pas nécessairement bien fondée.

Par souci de clarté, nous noterons parfois Ult(V, U) = Ult(U) 'ultrapuissance de
I'univers V.

2.3 Limites directes d’ultrapuissances

Définition 2.3.1. Un systéme inductif d’ultrafiltres pour un ensemble Z est un
systeme % = (U, | a € D) vérifiant les conditions suivantes :
0) D est un ensemble inductif non vide, i.e. D # 0 et pour tous a, b € D, il existe
ceDtelqueauUbCc;
1) Pour tout a € D, U, est un ultrafiltre X;-complet sur *Z, 'ensemble des fonc-
tions de a vers Z.
2) Les ultrafiltres U, sont compatibles, i.e. si a,b € D avec a € b, alors pour
tout X C 47,

X €U, sietseulementsi {f €®Z|flaeX}eU,.

Nous supposons pour cette section I'existence d’'un systeme inductif d’ultrafiltres
% = (U, | a € D) sur un ensemble Z.
En définissant pour a,b € D tels que a € b la fonction 7}, : b7 — 97 par

Tpqa(f) = fla, la condition 2) devient : pour tous a,b € D tels que a € b nous
avons pour tout X € ¢Z

X eU, sietseulement si n;’}l(X) € U.
Pour chaque a € D, nous considérons I'ultrapuissance
Ja =Ju, : V= Ult(U,).

Nous pouvons considérer une formule j(x,y,p) et une formule Ult(p) de sorte que
pour tout a € D, nous avons j,(x,y) = j(x,y,a) est une injection élémentaire de V
dans Ult(U,) = Ult(a). Pour alléger les notations, nous notons [ f ], pour un élément
[f]y, de Ult(U,). Pour tout a & b dans D, nous définissons l'injection élémentaire
Jap 1 UI(U,) — Ult(U},) par

ja,b([F]a) = [F o nb,a]b

Les injections élémentaires j, , sont données par une formule j(x, y, p, p,) telle que
pour tous a,b € D avec a C b,

Jap([Flg) =[G], sietseulementsi j([F],,[G]p,a,b)
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Les fonctionnelles j, ;, sont bien définies et injectives par la compatibilité de U,. En
effet, pour tous [F],, [G], € Ult(U,), nous avons par compatibilité que

{f€Z|F(f)=G(f)}eU, sietseulementsi {ge’Z|F(gla)=G(gla)} < U,.

De plus, chaque j, ; est élémentaire car pour tout formule ¢(vy,...,v,) du lan-
gage de la théorie des ensembles et tous [F1]y,, ..., [F,]y,

ZFCF ¢ [[F1le. -, [Ful] V% o {f €92 | ¢ [F(F),.... Fu(F)]} € U,
—{f €’Z| ¢[Fi(f1a),....,Fu(fla)]} €U,
= ¢ [ap([Frlads- oo p ((Fal)] ™
ou la premiére et la troisieme équivalence sont données par le Théoréme 2.2.1,

tandis que la deuxiéme découle de la compatibilité des U,.
Observons que pour tout a € b, nous avons j, , © j, = j car pour tout x € V

Jap ©Ja(x) = jap([c?1a) = [c¥o 7y olp = [c2]y = jp(x)

ou c)‘f : 947 — {x} est la fonction constante. Nous représentons ceci par le diagramme

suivant.
ja,b

ult(U,) Ult(U,)

N

De plus, pour tous a, b,c € D tels que a S b et b < ¢, nous avons jj, . © jgu p = ja-
Nous allons former la limite directe * du systéme inductif

(Jap : Ult(U,) = Ult(Up,) |a,b €D Aa C b).

A cette fin, nous considérons la classe Zp.z des fonctions de domaine “Z pour
un a € D et nous définissons sur celle-ci la relationnelle d’équivalence suivante. Pour
F:97Z >VetG:%Z -V,

F~G sietseulementsi VceD(aUbCc)—{heZ|F(hla)=G(hlb)}eU.
si et seulement si VceD(@ubCc)— [fom ). =[f om plc
si et seulement si VeeD(aub Cc)— j, ([F])=jp ([Glp).

Comme pour la construction d’ultrapuissance, nous définissons la classe d’équi-
valence d’une fonction F : *Z — V comme I'ensemble de ses éléments de rang mini-
mal

[Floy ={G € Fp, | F~GAVH € Fp ;(F ~H — rang(G) < rang(H))}

1. la limite directe est, & proprement patler, la colimite du diagramme formé par les j,, et les
Ult(U,) au sens de la théorie des catégorie. Cependant, les objets considérés sont des classes propres
que nous manipulons en tant que formules. Nous avons adopté le point de vue selon lequel ces consi-
dérations sont syntaxiques et nous nous refusons donc un travail sémantique dans une catégorie.
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Nous formons alors la classe Ult(%) des [F]4 avec F : °Z — V et a € D qui est
définie par la formule

Ult(%)(x): (3a € D)EF :°Z - V)(x = [F]y).

Nous définissons sur cette classe la relationnelle E,, pour [F]q,,[G]4 € Ult(%)
par
[FloEq[Glay < (YceD)((aUbCSc)—{f €Z|F(fla)eG(fIb)}eU,)
— (VceD)((aub Sc)— jo([Fla) € jp,([Glp))
OUF:%Z >VetG:°Z V.

Nous avons ainsi défini une interprétation relative de la théorie des ensembles
(Ult(% ), E4,) que nous appelons 'ultrapuissance de V par le systéme inductif d’ul-
trafiltres % .

Pour tout a € D, nous avons la fonctionnelle injective e, : Ult(U,) — Ult(%)
définie par

ea([F]a) = [[F]]“Z/
Lemme 2.3.2. Pour chaque a € D, e, : Ult(U,) — Ult(% ) est élémentaire.
Démonstration. Nous montrons le schéma d’élémentarité par induction sur la hau-
teur des formules simultanément pour tout a € D. Pour la formule atomique x =y,
nous avons pour tous [F],, [G], € Ult(U,) que

ZFCH[Flya=[Gla — {f €Z|F(f)=G(f)} €U,

— (VceD)(aSc—{f €°Z|F(fla)=G(fla)} €U,)
— [Flo = [Gla>
ol l'implication dans le sens direct de la deuxieme équivalence découle de la com-
patibilité des U,. Pour la formule atomique x € y, nous avons de méme pour tous
[Fla, [G], € Ult(U,) que
ZFCH[Fl € [Gla — {f €“Z|F(f)eG(f)}eU,
— (VceD)(aSc—{f €Z|F(fla)eG(fla)} € U,)

— [Flo/Eo/[Glay < ([Floy € [G]o,) P2

Le cas des connecteurs logiques A et — est immédiat a partir de I'’hypothése d’induc-
tion et de la définition de la relativisation d’'une formule.
Considérons finalement la formule Jx¢(v). Supposons pour commencer que

(Axp[[F1,1) "), 11 existe alors [G], € Ult(U,) tel que ¢[[Gly, [F1o]Ve) et,
par hypothése d’induction, nous avons ¢ [[G] 4, [F]4 1" %)F2 , 11 sensuit que

(3X¢ [[[F]]%])Ult(%),E% )

Réciproquement, supposons que (Ix¢[[F ]}%])Ult(%)’E”” . Il existe alors be D et G :

b7 — V tel que ¢ [[G]a» [[F]]%]Ult(%)’E%. Pour ¢ € D tel que aU b C ¢, nous avons
par hypothese d’induction que

(¢ Ljb (G, fia o (F)]) Y
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Par conséquent, (Ix¢ [ ja’c])Uh(UC) et par le Théoréeme 2.2.1 nous avons
{f€°Z|Ix¢p[F(fla)]} €U..
Par compatibilité des ultrafiltres U; d € D, il s’ensuit que
{f €Z|Ix¢[F(f)]} € U,.

En utilisant une nouvelle fois le Théoréme 2.2.1, nous obtenons (Ix¢ [[F ]a])Ult(U“).

O

Remarquons aussi que pour tout a,b € D tels que a C b, e}, o j, , = e,. En effet,
par définition de I’égalité dans Ult(%/), pour tout F : *Z — V,

ey 0 Jjop([Flg =ep([Fomyoly) =[Fomy]a =[Fla =e([Flo)
Nous représentons ceci par le diagramme suivant.
(Ult(%), Eo,)
X

uUlt(U,) Ult(U})

a,b

Nous avons une version du théoréme de L.os pour notre interprétation relative
(UI(2), Eqy).
Théoréme 2.3.3. Pour toute formule ¢(vq,...,v,) du langage de la théorie des en-

sembles et toutes fonctions F; : “iZ — V aveca; €D, i=1,...n,

ZFCE ¢ [[Fila>---> [Fp] g 1OMC# 2B

n

—een)(Jau e 1f €21 $[F(fla),.... F(fla)} €U,)

i=1
En particulier; pour tout énoncé o du langage de la théorie des ensembles,
ZFCF oM Ew s 5

s . n
Démonstration. Pour c € D tel que U i—1 4; € ¢, nous avons

ZFCH {f € CZ | ¢ [Fl(f ral): .. '3Fn(f ran)]} € UC
— (¢ UayelTFJay) -+ Jay ([Fula,)]
Ult(%),Ey;
— (¢ [ea,((Fila,), - eq, (TFala))])
Ult(%),Ey
<—>(¢[|IF1]]%,,[[FH]]@:|) .

La premiére équivalence découle du Théoréme 2.2.1. La deuxieme est conséquence
de I'élémentarité de e. prouvée dans le Lemme 2.3.2 et de la remarque précédant
I'énoncé du théoreme selon laquelle pour a € b, e, o j, , = e,. La troisieme équiva-
lence tient simplement par définition des e,,. O

) ult(U,)
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Nous définissons l'injection élémentaire j,, : V — Ult(%) par jq, (x) = [c{]a
pour tout x € V, ol ¢{ : “Z — {x} est la fonction constante pour un a € D. Cette
définition est justifiée par le fait que pour tout a, b € D, nous avons pour ¢ € D avec
aUb C c que le diagramme suivant commute.

(Ult(%),Eq,)

€

j“l/ = eaoja
Ult(U,) ——— Ult(U, Ult(U .
( a) ja,c ( c) jb,c ( b) = epojp

) Je ;

Ja Jb

%

Comme pour l'ultrapuissance par un ultrafiltre, le fait que E, est extension-
nelle sur Ult(% ) est vérifié puisque ZFC montre la relativisation a (Ult(% ), E4,) de
l'axiome d’extensionnalité par le Théoréme 2.3.3.

En outre, E,, est « set like » sur Ult(%/). Pour voir ceci, considérons [G] 4, [F]4
des membres de Ult(%) avec F : °Z — V et G : °Z — V tels que [G] 4 Eq, [F] . Pour
tout c € D tel que a U b C ¢, nous avons

[G o nc,b]c € [F ° ch,a]u

ainsi par élémentarité de j., nous avons rang(G o m, ) < rang(F o 7 ,). Or par
remplacement, sup{rang(F o m4 ,) | d € D} = a existe. Comme rang(G) < rang(G o
) pour tout ¢ € D avec b C ¢, il s’ensuit que [G], <V, et donc

{[Glw € Ult| [Glo/Eq[Fla} S Visa-
Quant au fait que E,, est bien fondée sur Ult(% ), nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.4. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1) (Ult(%),E4, ) est mal fondé.
2) Il existe un ensemble dénombrable D’ C D et une famille {X, | a € D'} avec
X, € Uy pour tout a € D', tels qu'il nexiste pas de fonction f : | JD' — Z avec
fla € X, pour tout a € D’.
De plus, si D est dénombrable, 1) et 2) sont équivalents a
3) Il existe {X, | a € D} avec X, € U, pour tout a € D tel qu'il nexiste pas de
fonction f : | JD — Z avec f |a € X, pour tout a € D.

Démonstration. 1)=>2). Soit {[F,]4 | n € w} une suite infinie descendante pour
E, dans Ult(#%) avec F,, : “»Z — V pour tout n € w. Par définition de E,, et la
compatibilité des U,, nous pouvons supposer que a,, € a, pour tous m,n € w avec
m < n. Posons D’ = {a, | n € w}. Définissons par induction sur w, X, = “Z et pour
tout n € w,

Xop, =1f € Z | Fpn(f) € Fo(flay} €Uy, -
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2.3. Limites directes d’ultrapuissances

Supposons maintenant que pour f : | JD' — Z, f la, € X,, pour tout n € w. Alors la
suite infinie {F,(f [a,) | n € w} est descendante pour 'appartenance dans V. Ce qui
est une contradiction.

2)=1). Supposons que D’ et {X, | a € D'} satisfont 2). Fixons une énumération
D’ = {a, | n € w}. Comme D est inductif, nous pouvons définir par induction sur
w une suite B = {b, | n € w} € D telle que b, € b,y et a, g b,, pour tout
n € w. Notons que D’ C B et que par compatibilité de %, Y, = 7'Eb (X DEU, .
Maintenant si f : /B — Z est telle que f [b, € Y, pour tout n € w, alors pour f/ =
F1(JD"), nous avons f'la, € X, a, Pour tout n € w. Par conséquent, nous pouvons
supposer sans perte de généralité que les a, vérifient a, C a,,; pour tout n € w.
Nous pouvons de plus supposer que pour tout m < n dans w, 7, o (X ) S X,
En effet, définissons par induction sur w, ¥, = X, etY, ==X, N n;nl a, (Y,)
pour tout n € w. Nous avons alors bien que 77:a o (Y L) EY et aussi Y, SX,
pour tout n € w. Aussi comme pour tous m < n, Ty o = Tq . q ©""*°Tq a >
nous avons 7, . (Y, ) €Y, pour tous m < n. En outre, il n’existe pas de fonction

f:UUp' -z telle quef[a eY car¥, CX,

Nous supposons donc qu’il existe D’ = {an | n € w}et{X, | ne€ w}tels que

am S ayetn, o (X, ) S X, pour tous m < n. Nous définissons alors Parbre suivant

T={(fili<n|newA@f €X, )Vi<n)f;=fla;},
que nous ordonnons partiellement par
s; <y sietseulementsi long(s;) <long(sy) Asy[long(s;)=s;

Par I'hypothése sur D’ et {X a, | 1 € w}, (T, <) est bien fondé car une branche infinie
signifie par définition de T une fonction f : | JD’ — Z telle que f |a, € X,, pour tout
n € w. Nous définissons donc par induction sur T pour la relation bien fondée <,

rang,(s) =sup{rang;(t)+ 1|t T At <s}.

Finalement pour tout n € w, nous définissons F, : ““Z — w par

F (f)—{ rangr(fla; |[i<n+1) sif€X,

sinon.

Nous avons alors pour tout n € w que [F,; 1] Eq [Fn]a car

Xvan_H < {f SR | Fn+1(f) € Fn(f ran)} € Uan;

et donc {[F,]4 | n € w} est une suite infinie descendante pour E,, dans Ult(%).
2)= 3). Supposons que D est dénombrable et que D’ et {X, | a € D’} satisfont
2). En posant X, = *Z pour tout a € D — D’, {X, | a € D} satisfait 3).
3)= 2). Immédiat. O

Convention. Si % est systéme inductif d’ultrafiltres pour Z et que l'ultrapuissance
(Ult(% ),E4 ) de V par le systéme inductif % est bien fondée, nous convenons que
(Ult(% ), €), ou simplement Ult(% ), dénote le modele transitif de ZFC fourni par le
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Chapitre 2. Interprétations relatives

théoréme de collapse de Mostowski. De plus, I'injection élémentaire j;; : V — Ult(%)
désigne la composition de l'injection élémentaire j, avec 'isomorphisme donné par
le théoreme de collapse de Mostowski. Pour f : *Z — V, nous conservons cepen-
dant la notation [f ], pour représenter 'élément correspondant dans le collapse de
Mostowski.

Notes. Le terme « interprétation relative » et sa définition vient de [Kun80]. Les sections 2.1 et 2.2

sont essentiellement tirées de la section 5 du chapitre 1 de [Kan94]. La source de la section 2.3 est
larticle [MS89].
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Chapitre

Arbres homogenes

Le monde
est devenu
un cerisier en fleur

Rydkan

En mathématiques, la réponse a une question difficile passe systématique-
ment par une réduction a une question plus simple.

La question de la détermination d'un jeu compliqué passe par la détermi-
nation d'un jeu simple, d'un jeu fermé. Dans un cadre trés général, si un
ensemble de suites infinies est la projection du corps d'un arbre, alors il
existe un jeu auxiliaire fermé. Si I'arbre est homogeéne, alors les stratégies
gagnantes pour ce jeu auxiliaire se transportent au jeu qui nous intéresse.

3.1 Définition

Un arbre est un ensemble T muni d’un ordre partiel < dont chaque segment
initial {s € T | s < t} est bien ordonné.

Par un arbre sur un ensemble X, nous entendons un sous-ensemble T de <®X
clos par préfixe, i.e. tel que pour tout s € ~“X et tout t € T, s C t implique s € T.
Nous ordonnons partiellement un arbre sur un ensemble X par s < t si et seulement
si t étend proprement s, i.e. s & t.

Nous disons qu’un arbre (T, <) est bien fondé si la relation inverse s >~ t si et
seulement si t < s est une relation bien fondée sur T.

Dans le cas d’'un arbre T sur un ensemble X, le fait que T est bien fondé corres-
pond est équivalent a I'inexistence d’'une branche infinie dans T, i.e. d’'une fonction
f € “X telle que f[n € T pour tout n € w. Nous appelons le corps de T, noté
[T], ’ensemble des branches infinies de T. Ainsi, T est bien fondé si et seulement
si [T] = 0. Cette affirmation est par ailleurs équivalente a DC, le principe de choix
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Chapitre 3. Arbres homogenes

dépendant. Si T est bien fondé, nous définissons par induction pour t € T, le rang
de t dans T par

rang;(t) = sup{rang (s)+1|se€ T At &s}.

Le rang de T est sup{rang;(t)+ 1|t T}.

Si T est un arbre sur un produit cartésien X X Y, nous considérons que T est
un ensemble de couples de suites finies, au lieu d’'un ensemble de suites finies de
couples. Ainsi, un membre de T est un couple (s,t) tel que s € <“X, t € =“Y et
long(s) = long(t). De facon similaire, un membre de [T] est un couple (f, g) tel que
fe“Xetge®y.

Pour A € “X x “Y, nous notons pA la projection de A sur la premiere compo-
sante, i.e.

pPA=1{f €“X|(3g €“Y)(f,g) €A}

Définition 3.1.1. Soit k un cardinal. Un ensemble B C “X est k-Souslin s’il existe
un arbre T sur X X k tel que p[T] = B.

Remarquons que tout ensemble de réels B € “w est la projection du corps d’'un
arbre sur w X “w. Par 'axiome du choix 2% est un cardinal et donc tout ensemble
de réels est 2%0-Souslin. En effet, B=p[T] ot T est 'arbre sur e X “w défini par

T ={(xIn,x") | x € B},
ol x" est la suite constante x™" : n — {x}.

Définition 3.1.2. Soient Y et Z des ensembles. Soit T un arbre sur Y x Z tel que
pour tout s € <“Y il existe t € <“®Z avec (s,t) € T. Larbre T est dit homogeéne s’il
existe un systeme % = (U; | s € <Y satisfaisant les propriétés suivantes

i) pour touts € <“Y, U, est un ultrafiltre X;-complet sur 'ensemble

T, = {t g longs) 7

(s,)€T};

ii) les ultrafiltres U; sont compatibles, i.e. si s;,s, € <“Y avec s; C s,, alors
pour tout X € T ,

X €U, sietseulement si {t S long(52)Z| tlong(s;) EX} €U,;

iii) pour tout x € p[T], l'ultrapuissance (Ult(V, %, ), E4, ) de I'univers V par le
systeme inductif d’ultrafiltres

Uy = (Ux[n | ne w)
est bien fondée.

Remarquons que le sens de la condition iii) est assuré par les conditions i) et ii).
En effet, i) et ii) nous assurent que (U, | n € w) est un systeme inductif d’ultrafiltres
pour Z au sens de la définition 2.3.1, si ce n’est que les ultrafiltres U, ne sont pas
nécessairement des ultrafiltres sur tout °"6¢)Z mais bien seulement sur T;. Or cette
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différence est sans conséquence fondamentale, car pour tous s,s, € ~“Y avecs; C
32,

{5, (D) [t €T, =T

$2,81 1?

ol Ty, - long(s2) 7 _, long(s1) 7 est 1a projection, i.e. T, 5, (t) = tllong(sq).

Remarquons de plus que la condition iii) est en fait une équivalence. En effet, si
x ¢ p[T], alors 'arbre T(x) est bien fondé et nous pouvons définir pour tout n € w
une fonction

Gy : Typn — ON
t— rangT(x)(t).

La suite ([G,], ne. est alors descendante dans I'ultrapuissance (Ult(V, %), Eq, )
qui est donc mal fondée.

Lemme 3.1.3. Un arbre T sur Y x Z est homogeéne si et seulement s’il existe un systéme
(Ug | s € <®Y) satisfaisant 1), ii) de la Définition 3.1.2 et
iii)” pour tout x € p[T] et tout {X,, | n € w} avec X,, € Uy, pour tout n € w, il
existe f € “Z tel que f [n € X,, pour tout n € w.

Démonstration. Immédiat par le Lemme 2.3.4. O

Définition 3.1.4. Un arbre T sur Y X Z est k-homogene pour un cardinal «, s’il
existe un systeme % = (U, | s € <?Y) rendant T homogene avec U, k-complet pour
tout s € <“Y.

Un ensemble A C <“Y est dit homogénement Souslin s’il existe un ensemble Z
et un arbre homogéne T sur Y X Z tels que A = p[T]. A est dit k-homogénement
Souslin s’il existe un ensemble Z et un arbre x-homogene T sur Y x Z tels que
A=p[T].

Nous disons qu’une classe projective IT] est homogenement Souslin si tout membre
de cette classe est homogenement Souslin.

3.2 Les ensembles co-analytiques

Nous montrons dans cette section qu’en présence d'un cardinal mesurable «, la
classe II% des ensembles co-analytiques est k-homogénement Souslin.

Théoreme 3.2.1. S’il existe un cardinal mesurable k, alors tout ensemble A C “ w qui
est l'[% est k-homogénement Souslin.

Démonstration. Préambule. Nous allons utiliser 'énumération {u; | i € w} de I'en-
semble <~“w définie dans le Chapitre B. Rappelons que cette énumération vérifie no-
tamment que pour tout i € w, long(u;) < i. Nous rappelons que pour s,t € <“ON,
'ordre total strict de Kleene-Brouwer est défini par

s ¥ t ou pour le plus petit i

s <gpt sietseulement si tel que s(i) # t(i), (i) < t(i).
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Rappelons également qu'un arbre T sur un ordinal est bien fondé si et seulement si
T est bien ordonné par <gz.

Maintenant, puisque A est II}, il existe un arbre S sur w x w tel que “w —A =
p[S]. Pour tout s € ~“w, nous définissons 'arbre

Sy =1{t € "w | (3n < long(s))(sIn, t) € S},

et nous définissons un ordre total strict <, sur long(s) par

u; ¢S<s>/\u]~ ¢S<S>/\l <j,ou
i<,j & uigéS(s)/\ujeS(s),ou
u; € S<S> /\ll] S S<s> /\lli <kB Llj.

Remarquons que pour tout s;,s, € ““w tels que s; C s,, comme nous avons
Sis;) € Sis,) et comme notre énumération de ~“c vérifie que pour tout n € w
long(u,) < n, il sensuit que <; ©<;, en tant que relations. Nous définissons alors
pour tout x € “w lordre total strict sur w obtenu comme <,= | J <xn- Par
ailleurs, pour tout x € “w, en définissant 'arbre

new

S(x)={t € ~“w | (x!long(t),t) € S} = | J Sy

new

I'ordre total strict <, sur w est donné par

u €S(x)Au; € S(x)Ai<j,ou
i<,j & u; € S(x) Auj € S(x), ou
u; € S(x) Auj € S(x) Auy <gp uj.
Observons maintenant que <, est un bon ordre si et seulement si [S(x)] = 0. En
effet, 'existence d’une branche infinie dans S(x) consiste en une suite (u; |n € w)
descendante pour <gp qui signifie que la suite (i, | n € w) est descendante pour <,.
Réciproquement, I'existence d’une suite infinie descendante dans w pour <, signifie
par la définition de <, l'existence d’une suite (u; | n € w) descendante dans S(x)
pour <gjg, ce qui assure que S(x) est mal fondé.
Ainsi, nous avons

x €A sietseulementsi <, estun bon ordre sur w

Définition de Uarbre. Nous sommes maintenant en mesure de définir I'arbre x-
homogéne qui assure que A est k-homogenement Souslin.

Nous allons exploiter le fait que k est non dénombrable et définir 'arbre sur
w % k de sorte que l'existence d’une branche infinie (x, f) € ®w X “k atteste du fait
que l'ordre <, est un bon ordre.

Nous définissons donc cet arbre sur w X k par

sE~“wAte ~“k Along(s) =long(t)

T:ﬁ&o

AVm,n <long(s)(m <, n — t(m) < t(n))}
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Autrement dit, un couple (s, t) € "w X "k appartient a T si et seulement si
t : (long(s), <,) — (x,€)

préserve ordre. Remarquons que pour tout s € <“w, il existe t € <“k avec (s,t) €
T.
Nous avons bien A= p[T]. En effet, pour tout x € “w, nous avons

x €p[T] —3f €“k(x,f)e[T]
—Af eIVl e w)(Vm,n<)(m <,y n < f(m) < f(n))
—Af €“k)(Vm,n <€ w)(m <, n « f(m) < f(n))
—3f €“x)(f : (w,<y) = (k, <) préserve l'ordre)
<« <, estun bon ordre sur w «—= x €A

Dans l'avant-derniére équivalence, nous utilisons le fait que k est non dénombrable
et donc que l'existence d’une fonction f : (w,<,) — (k, <) préservant 'ordre est
équivalente au fait que <, est un bon ordre sur w.

k-homogénéité. Jusqu’a présent, la seule hypothése utilisée sur k est qu’il est non
dénombrable. Il nous reste a exploiter le fait qu’il est mesurable pour montrer que T
est k-homogene.

Pour ceci, remarquons tout d’abord qu’un élément de T, = {t € 1°"8©)x | (s5,1) €
T} est déterminé par son image. En effet, par définition de T, T, est I'ensemble
des isomorphismes d’ordre t : (n,<,) = (Im(t), <). Nous pouvons donc identifier
canoniquement T, avec I’ensemble long($)[¢] des sous-ensembles a long(s) éléments
de x. La bijection étant donnée par Im : T, — 1°"8()[k], ¢ — Im(¢).

Rappelons que par le Lemme 1.3.3, il existe un ultrafiltre normal U sur k. En
outre par le Corollaire 1.3.5, U induit des ultrafiltres x-complets U, sur "[x] qui
sont donnés par

U, ={X €"[x]|3X' € UC"[X'] € X)}.

Nous utilisons alors 'identification de T, avec °"8¢)[x] pour définir pour chaque
s € “®w l'ultrafiltre k-complet

U, = {X T, |(AX € U)(Im—1 (long) [x77) gx)}

={XCT,| @ ev)(VteT,)(Im(t) X' >t €X)}.

Ou autrement dit, pour X C T,
X €U, sietseulementsi 3X' eU({te T, |Im(t) S X'} SX).

Compatibilité. Nous montrons a présent la compatibilité des ultrafiltres. Soient
$1,89 € ““w tels que s; € s,. Nous devons montrer que pour tout X € Ty,

X €U, sietseulementsi {u€ T, |ullong(s;) €X} € Uj,.
Posons n; = long(s;) et n, = long(s,).
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Supposons pour commencer que X € U, et donc qu'il existe X’ € U tel que
{t € T, | Im(t) € X'} € X. Ainsi, pour tout u € T;, si Im(u) € X', alors Im(uln;) €
Im(u) € X’ et donc uln; € X. Par conséquent,

fueT, |Im(w) X'} C{ueT, |uln €X}, 3.1

etdonc {u € Ty, |uln; € X} € U,.

Réciproquement, supposons qu’il existe X’ € U satisfaisant (3.1). Considérons
lensemble Y’ = X’ — {les n, — n; plus petits éléments de X’} qui appartient égale-
ment a l'ultrafiltre U. Alors,

{teT, |Im(t)SY'}C {t €T, { (Que T,)(uln, = t AIm(w) gX’)} CX,

et donc X € Uy, .

Bonne fondation des ultrapuissances. Pour vérifier que pour tout x € p[T] = A
Pultrapuissance (Ult(%, ), E4, ) est bien fondée, nous montrons la condition iii)’ du
Lemme 3.1.3. Soient donc x € A et une famille {X, | n € w} avec X, € U,,, pour
tout n € w. Nous devons montrer qu’il existe une fonction f € “k telle que f [n € X,
pour tout n € w. Par définition des ultrafiltres U, nous pouvons choisir pour chaque
ne€wunX, €U tel que {t € T,}, | Im(t) CX,} C X,. Nous avons par k-complétude
de U que X’ =)o, X, € U et donc en particulier la cardinalité de X’ égale x qui est
non dénombrable. De plus x € A, donc <, est un bon ordre, et il existe f : w — X’
vérifiant Ym,n € w(m <, n < f(m) < f(n)). Cette fonction vérifie pour tout
n € w que d’'une part que f [n € T, et d’autre part que Im(f [n) € X’ C X, et donc
fIn€X,. Ceci termine la démonstration. O

3.3 Arbres homogenes et détermination

Théoréme 3.3.1. Si un ensemble A C Y est k-homogénement Souslin pour k > |Y|,
alors A est déterminé.

Démonstration. Soient Z un ensemble et T un arbre x-homogene sur Y X Z tels que
A= p[T]. Soit G le jeu donné par A. Considérons le jeu auxiliaire G* représenté par
le diagramme suivant

I: (¥0,20) (¥2,21) (Y2n>%n) (Yont2>Zn+1)

VAN

II: Yon+1

Le joueur I joue des couples (y,z) € Y x Z tandis que le joueur II joue des éléments
devY.

Nous formons sur 'ensemble (Y x Z)UY larbre R des suites finies a € <“((Y X
Z)UY) telles que a; € <®(Y xZ) eta;; € <Y, ot q;(n) = a(2n) et a;;(n) = a(2n+1)
respectivement pour les n ol l'expression fait sens. L'ensemble de gain est alors
donné par
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Une partie x = (()o,%0),¥1,(Y2,21),¥3,-.-) € [R] est gagnée par le
joueur I si et seulement si (y,z) € [T] ou ¥y = (yg,Y1,-..) €t 2 =

(20,215 +)-

Le jeu G* est fermé, il est donc déterminé. Nous montrons a présent que la dé-
termination de G* implique celle de G.

Si le joueur I posséde une stratégie gagnante o™ dans G*, alors pour toute partie
((70,20), Y1, (¥2,21), ... ) dans laquelle I a suivi o* nous avons que (y,z) € [T] et
donc y = (¥g,¥1,---) € p[T] =A. Ainsi, la stratégie o pour I dans le jeu G consistant
a jouer les y,, donnés par o™ est gagnante.

Supposons a présent que T* est une stratégie gagnante pour I dans G*. La ques-
tion qui se pose est : comment simuler le jeu G* pour découler de T* une stratégie
pour II dans G ?

Pour répondre a cette question, nous allons utiliser le fait que T est k-homogéne.
Il ne sera pas nécessaire de simuler véritablement le jeu G*, nous nous contenterons
d’un mouvement indiqué par T* pour presque toute simulation (2, ...,%,) des mou-
vements de I dans G*. La présence des ultrafiltres permet de donner un sens a I'idée
de « presque toute simulation ».

Soit % = (U, | s € =“Y) un systeme d’ultrafiltres x-complets rendant T homo-
géne. Pour tout s = (¥, ..., ¥a,) € 2"T1Y avec n € w, nous définissons une fonction
Ty Ts[(n+1) -Y

S

par
T:(t) = 7" ((50, t0)>51, (S2, t1), - ., (S2n> t1))s
le mouvement du joueur IT indiqué par la stratégie T* pour ce début de partie.
Or par hypothése, k > |Y| et donc les ultrafiltres U, sont au moins |Y|*-complets.
Il découle alors de la caractérisation duale de la complétude des ultrafiltres que pour
tout s = (¥, ..., Ya,) € 2"T1Y avec n € w il existe y, tel que

{t € Ts[(n-i—l) | Tj(t) = .ys} € Us[(n+1)) (3.2)

car Uer{t € Tty | T (6) = ¥} = Tgyn41) € Uspn1)- Choisissant donce pour tout
s € Upe, 2T1Y un y; satisfaisant (3.2), nous avons défini une stratégie © pour II
dans le jeu G.

I: (¥0,?) (¥2,?)
iy U ! U
[ (vo)P-P [ (v0.y1)P-P-
G* | T* | T*
[ [
I : : Y1 : Y3
| I | I
I Yo | Y2 |
[ [
G [ [
[ [
v Y
II: Y1 Y3
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Chapitre 3. Arbres homogenes

Pour voir que 7T est gagnante pour II dans G, prenons une partie x € “w du jeu
G dans laquelle IT a suivi 7. Par définition de 7, pour tout n € w,

Xn = {t € Txi(n+1) | Txpznrn(t) = x2n+1} € Uxin+1-

Supposons en vue d’'une contradiction que x € A. Nous utilisons a présent la pro-
priété iii) d'un arbre homogéne, a savoir que l'ultrapuissance (Ult(%x),E%) est
bien fondée pour tout x € p[T] = A. Par le Lemme 3.1.3, cela signifie qu’il existe
une fonction f € “Z telle que f[(n+ 1) € X,, pour tout n € w. Dans ce cas, x et
f forment la donnée d’une partie de G* dans laquelle I a suivi 7* et dans laquelle
pourtant I gagne. Ceci contredit le fait que 7% est une stratégie gagnante pour I
dans G*. O

3.4 Monter dans la hiérarchie projective

Dans le chapitre 7, nous abordons, sous ’hypothése de I'existence de cardinaux
de Woodin, la détermination des ensembles projectifs. La détermination de la classe
1'[,11 est obtenue par induction. La base de I'induction est le Théoréme 3.2.1 qui as-
sure que les ensembles co-analytiques sont homogénement Souslin en présence d'un
cardinal mesurable. Le théoréme principal de [MS89], assure alors sous certaines
conditions que si la classe 1'[,11 est homogeénement Souslin, alors il en est de méme
pour la classe Hrl1 +1- Le Théoreme 3.3.1 implique alors la détermination.

Nous décrivons premiérement que si un ensemble A € <“Y est homogénement
Souslin, alors son complémentaire <“Y — A est k-Souslin pour un certain cardinal .
De plus, si T atteste que A est homogénement Souslin, alors nous pouvons construire
de facon canonique un arbre T™ attestant que A est k-Souslin pour un certain .

Soient T un arbre sur Y x Z et (U, | s € <“Y) rendant T homogeéne. Pour chaque
s € @Y, U, est un ultrafiltre ¥;-complet sur T,, nous notons l'injection élémentaire
associée

jo: V- Ule(V,U,)

Rappelons que chaque Ult(V, U;) est un modeéle intérieur de ZFC. Pours; C s, € <“Y,
nous notons
Jo,s, 2 UV, Uy ) — ULL(V, U

I'injection élémentaire donnée par
jsl,sz([F]sl) = [F ° nSz,Sl]sz

ol Ty, 5 - long(s>)y” _, long(s1)y” est 1a projection 7,5, (f) = f [long(s;).
Nous définissons I'arbre T* sur Y x ON par

(s,u) e T* <> long(s) =Ilong(u) A
Viy, iy <long(s) (il <iy—u(iy) < js[il,s[iz(u(il)))-

Observons que nous avons bien que pour tout s € <®Y il existe u € <“ON avec
(s,u) € T*. 1l suffit en effet de choisir u = (long(s) —1,...,0).
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Lemme 3.4.1. Nous avons
p[T*]=p[T*1(2*)*] =y —p[T],
ouT*la={{s,u) e T* |ue <“a}.

Démonstration. Supposons pour commencer que x € p[T*] et soit f € “ON tel que
(x,f) € [T*]. Pour tout i € w, nous avons l'injection élémentaire

jx M,x : Ult(‘/’ UX[I') - (Ult(vn %x): €y );

ol %, = (Uyj, | n € w). Rappelons que (Ult(V,%,),<, ) est bien fondée si et
seulement si x € p[T]. Pour tout i; < iy, nous avons la commutativité du diagramme
suivant

(Ult(%,), €, )

y Jatig x

Ult( Ux Iy ) Ult( UX I )

jx liq,xlip

1%

Ainsi, nous avons par définition de T* pour tout i € w,

Jxtivrx(F A+ 1) € Juriir)x © Txtixeti+1) S (D) = Jxpi e (F (@)

Par conséquent, la suite (jy ;. (f(i)));c<,, st €, descendante dans Ult(%,). Par la
définition d’un arbre homogéne, nécessairement x ¢ p[T].
Supposons maintenant que x € Y — p[T]. Larbre

T(x)={te~“Z|(xllong(t),t) e T}
est donc bien fondé. Nous pouvons donc définir pour tout n € w la fonction
Gp: Ty — ON
t — rangy(,(t).

Par le Théoréme de 103, chaque [G,],,, est un ordinal. De plus, par définition des
G,, pour tout n € w, nous avons pour tout t € Ty ,41) que G, (t) < G,(tn). Nous
définissons alors une fonction f : w — ON par f(n) = [G,],. Cette fonction vérifie
donc pour tout n € w

f(n + 1) = [Gn+1:|x[(n+1) < jx[n,x[n-i—l([Gn]x[n) = jx[n,x[n+1(f(n))-

Ainsi par définition de T*, nous avons (x, f) € [T*] et donc x € p[T*].
Finalement si Z est infini, observons que pour tout n € w, la fonction f définie
au paragraphe précédent vérifie

£ ()| =|[Guletn| < |{F : Typn — rang(T(x))}|
< |{F :"Z - rang(T(x))}| < |z|*! = 27,
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car le rang d’un arbre est nécessairement un ordinal dénombrable. Ainsi f : w —
(2121)* et nous avons pour conclure

x €p[T*] > x €“Y —p[T]
—3f (@) (x,f) € [T*] — x e p[T*I(27)"].

O

Le Théoréme 7.2.5 que nous prouvons au chapitre 7 assure sous certaines hypo-
théses que T* est n-homogéne pour un certain 7.

Dans [MS89], Martin et Steel montrent qu’en présence d’un cardinal de Woo-
din 6, si la classe 1'[}1 est 6T-homogénement Souslin alors la classe l'[rll 41 €st a-
homogeénement Souslin pour tout a < . Cela se fait en montrant, qu’a partir d'un
arbre §T-homogene T sur (Y X w) X Z pour A= p[T] € Y x ®w qu'un arbre T sur
Y x ON avec la propriété que p[T] = “Y — pA est homogene.

Larbre T est construit & partir de T de facon canonique. Soient T un arbre sur
(Y X w)X Z et (Us,y|s € ~“Y At € ~“wAlong(s) = long(t)) rendant T homogene.
Nous notons

Jep 2 V= UV, Ug )

et
j(sl’fl),(szafz) : Ult(V, U(Sl’tl)) - Ult(V, U(Szlz))

les injections élémentaires associées a I'arbre homogene T.

Nous utilisons 'énumération {u, | n € w} de ~“w décrite au Chapitre B. Nous
utilisons ici le fait que, dans cette énumération, chaque suite apparait avant n’im-
porte laquelle de ses extensions propres. Nous définissons larbre T sur Y x ON par

(s,r)eT <« long(s)=1long(r) A
(‘v’iVj(i <j<long(s)Au; Guj) —r(j) < j(s[long(ui),ui),(srlong(uj),uj)(r(i)))-

Remarquons que nous avons bien que pour tout s € <“Y il existe r € ~“ON tel que
(s,r) € T. Comme pour T*, la suite r = (long(s) — 1,...,0) convient.

Lemme 3.4.2. Nous avons

p[T1=p[TI2"N*]={x €Y |Vy (x,y) ¢ p[TI}.

Démonstration. Supposons pour commencer que x € p[T] et soit f € “ON telle que
(x,f) € [T]. Soit y € “w quelconque. Pour tout k € w, appelons i) le naturel qui
est 'indice de y [k dans 'énumération de ~“w, i.e. u; = ylk. Nous avons alors par

définition de T que pour tout k € w

Flies1) < Jety o, cetiet1,y k1) (i)

car long(u;, ) = k pour tout k € w. Notons alors
Jeetky ey P UV, Uiy i) — UKV, %),
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3.4. Monter dans la hiérarchie projective

olt %yyy = (Uxtnyiny | 1 € ). La suite d’ordinaux (Jk,y k), cx.y)(f (K))) ke €St
donc descendante dans Ult(V, %, ). Ainsi, nécessairement (x, y) ¢ p[T].

Supposons maintenant que pour x € Y nous avons Vy(x,y) ¢ p[T]. Cela
signifie que x ¢ p[T’] pour T’ larbre sur Y x (w x Z) correspondant & T. L'arbre
S=T'(x)={(r,t) | (xlong(r),(r,t)) € T’} est donc bien fondé. Nous définissons
alors pour tout n € w la fonction

Gn * Tixttong(u,)u,) — ON

t — rangq(u,, t).
Nous définissons alors une fonction g : «w — rang(S) par

g(n) = [Gn](xrlong(un),un)'

Pour tout i < j dans w tels que u; & u;, nous avons dans S que pour tout t €
T(x[long(uj),uj): (trlong(ui); ui) g (t» uj) et donc

G;(t) = rangg(t,u;) < rangg(tlong(y;),u;) = G; (tllong(u;)).

Par conséquent,

g(]) = [Gj](xrlong(uj),uj) < j(x[long(ui),ui),(x flong(uj),uj)( [Gi](x[long(ui),u,-))
= J(x T ong(up),u;),(x Hong(uy),u;) (8 (1))

Ainsi, (x,g) € [T] et donc x € p[T].

Finalement, comme dans la preuve du Lemme 3.4.1, nous avons que la fonction
g définie au paragraphe précédent est 4 image dans rang(S) qui est toujours borné
par (221)*. Ainsi, x € p[T7] si et seulement s'il existe g € ©((2¥)T) avec (x,g) €
[T]. O

Nous montrons au chapitre 7 que I'arbre T* est homogéne et donc que le com-
plémentaire de p[T] est homogenement Souslin. Avant cela, nous commencons par
montrer, dans le Théoreme 7.2.4, que le complémentaire de p[T] posséde une pro-
priété plus faible : il posséde une représentation arborescente *.

Définition 3.4.3. Une représentation arborescente pour un ensemble A C “Y est
un systéme (M, j, 5, | 51,52 € =Y Asy Cs,) vérifiant les propriétés suivantes
(a) My =V, et chaque M; est un modele intérieur de ZFC;
(b) chaque j, , : M;, — M;, est un injection élémentaire et pour toutes suites
finies telles que s; S s, C s3, nous avons j . © Jjg 5, = Js, s, 5
(c) pour tout x € Y, x € Assi et seulement si la limite directe M, du systéme
inductif (M, jxtm.xjn | M < 1 € w) est bien fondée.

1. en anglais, « embedding normal form ». Un ensemble qui posséde une représentation arbores-
cente ne grimpe pas le long des branches mal fondées ou « cassantes », les branches bien fondées le
caractérisent.
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Tout ensemble homogénement Souslin A posséde une représentation arbores-
cente. En effet, si T est un arbre sur Y x Z tel que p[T] = A et que (U, | s € =“Y)
rend T homogeéne, alors le systeme des modéles intérieurs de ZFC M, = Ult(V, U;) et
de leurs injections €lémentaires canoniques j;, ,, associées constitue une représenta-
tion arborescente.

Notes. Le chapitre tout entier est basé sur [MS89]. Cependant, dans la définition 3.1.2, la condition
selon laquelle pour tout s € <Y il existe t € <“Z avec (s, t) € T n’est pas présente explicitement dans
la définition de Martin et Steel. Il nous a toutefois semblé que cette condition était implicite dans le
reste de l'article.
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Chapitre

Extenseurs

Sans souci
elle contemple la montagne
la grenouille

Kobayashi Issa

Un extenseur est un ensemble, méme si son existence ne peut étre prouvée
dans la théorie axiomatique classique des ensembles. Supposer sa présence
dans l'univers des ensembles représente la possibilité qu'une multitude
d’objets supplémentaires soient présents en dessous d'un rang particulier.
Dans ce sens, un extenseur est potentiellement un allongement, un étire-
ment de I'univers.

4.1 Premieére définition

Définition 4.1.1. Soient Y un ensemble transitif et k un cardinal non dénombrable.
Un (k,Y)-extenseur est un systeme & = (E, | a € ~“[Y]) vérifiant les conditions
suivantes :
(el) chaque E, est un ultrafiltre x-complet sur 'ensemble “V,. et au moins un E,,
n’est pas kT-complet ;
(e2) les E, sont compatibles, i.e. pour tous a,b € ~“[Y] avec a C b et tous
X CW,,

X €E, sietseulementsi {f €’V |fla€X}€E;
(e3) pour tout a € ~“[Y],
{feV.lf :(aq, E)i(lmf, €) est un €-isomorphisme} € E;
(e4) pour toute fonction F : *V,. — V,. avec
f €V | F(f) e Jims} €k,
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il existe y € Y tel que

{f eV, | F(f1a) = F(3)} € Eagyys

(e5) Lultrapuissance Ult(V, &) est bien fondée.
Le cardinal k est appelé le point critique de 'extenseur &, noté crit(&). L'ensemble
transitif Y est appelé le support de &, noté Supp(&).

Un systeme & = (E, | a € ~“[Y]) vérifiant les conditions (e1) & (e4) est un
systéme inductif d’ultrafiltres au sens de la Définition 2.3.1 pour Z = V,. Ainsi,
la condition (e5) prend sens. En outre, par le Lemme 2.3.4, & satisfait (e5) si et
seulement si pour tout ensemble dénombrable D C <“[Y] et toute famille {X, | a €
D} avec X, € E, pour tout a € D, il existe une fonction f : | JD — V, telle que
flaeX, pour tout a € D.

Lemme 4.1.2. Soient & = (E, | a €~ [Y]) un (k,Y)-extenseur et jg : V. — Ult(V, &)
linjection élémentaire associée. Le point critique de j, égale le point critique de &, i.e.
crit(jg) = crit(&).

Démonstration. Notons j = j,. Rappelons que critj est le plus petit ordinal déplacé
par j. Montrons tout d’abord que j(a) = a pour tout a < k. Pour cela, supposons
par contradiction que j(a) # a pour a < k et prenons a minimal a posséder cette
propriété. Par le Lemme 2.1.4, nous avons que a < j(a), par conséquent a < j(a).
Choisissons F : 2V, — V avec a € <“[Y] qui représente a dans Ult(V, &), c’est-a-dire
telle que [F]s = a. Par le théoréme de Los pour Ult(V, &) (Théoréme 2.3.3), nous
avons que
{f € Vi IF(f)ea} €E,.

La k-complétude de E, et le fait que a < k, implique alors par le Lemme 1.2.4 qu’il
existe f < a tel que

{f €V |[F(f) =B} €E,.
Comme la minimalité de a assure que j() = 8, nous avons la contradiction a =
[Fle =j(B)=F < a.

Montrons & présent que j(x) > k. Prenons a € <“[Y] tel que E, n’est pas k-
complet. Il existe alors une famille (X, | a < k) avec X, € E, pour tout a < k mais
pour laquelle X =(),., X, ¢ E,. Nous définissons alors une fonction F : *V, — k
par

a<kK

| min{a<x|f €X,} sif €X;
F(f)_{ 0 sinon.

Cette fonction F vérifie pour tout a < k

{f eV, acF(f)}2 ( ﬂXﬁ) NV, —X) €E,,

B<a

car par k-complétude de E, [, <pXa € E, pour tout B < k.1l s’ensuit que pour tout
a<k,a=j(a) € [F]e Or {f € WV, | F(f) € k} = ?V, et donc [F]¢ € j(x). Par
conséquent, k < [F]¢ < j(x) et k = crit(j). O
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Lemme 4.1.3. Soit & = (E, | a € =®[Y]) un (x,Y)-extenseur. Pour tout y €Y et tout
a € ~®[Y] avec y € a, la fonction H; : YV, — V. définie par

HY(f) = £(3)
représente y dans Ult(V, &), i.e. y = [[H;]]g. Par conséquent,
Supp(&) =Y SV o NUIL(V, &).

Démonstration. Nous démontrons le lemme pour tout y € Y et tout a € ~“[Y]
avec y € a, par induction sur le rang de y. Remarquons tout d’abord que par la
compatibilité des E,, propriété (e2), pour tout y € Y et tous a,b € ~“[Y] tels que
y €anb, [Hi]s = [H]e-

Supposons donc que le lemme vaut pour tout z € Y tel que rang(z) < rang(y).
Soient z € y et a € <“[Y] avec {y,z} C a. Par la clause (e3) de la définition d’ex-
tenseur,

{f €V [H;(f)eH (I 2{f €V | f: (a,€)>(Imf,€)} € E,.

Par conséquent, [H;]s € [H}],. Par hypothese d’induction, z = [H] s € [H}] 4.

Supposons maintenant que pour a € <“[Y] avec y € a, nous avons [F], €

[[HJ“,]] ¢- Par compatibilité, nous pouvons supposer sans perte de généralité que F :
4V, — V. Nous avons alors,

{f e Vi IF(f)eHJ(f)=f(¥)} €k, (4.1)

et donc F satisfait I'hypothése de la condition (e4) d’extenseur, a savoir
U €V | F(f) €| Jimf} €E,.
Il s’ensuit qu’il existe z €Y tel que,
{f ey, \ F(fla)=f(z) = H¥ ()} € Eaugey. (4.2)

Par conséquent, [F], = [[H;U{Z}]] ¢- Or de plus, il découle de (4.1) et de (4.2) que

{f eVEV | fz)ef(y)}2
{f €eVEVNF(fla) € FOIN{f € VBV | F(fla) = f(2)} € Equgsy-

Cela implique que z € y car la clause (e3) d’extenseur assure que

{f €EV | £ : (aU{z}, €)>(mf,€)} € Equpy.

Ainsi par hypothese d’induction, [F], = [[HEU{Z}]] e=Z€EY. O
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4.2 Extenseur dérivé d’une injection élémentaire

Nous montrons a présent que I'existence d’'une injection élémentaire non triviale
j :V — M, ou M est une classe transitive, permet de définir un extenseur. De plus, il
est possible d’approximer « arbitrairement pres » une telle injection élémentaire par
une injection élémentaire associée a un extenseur dérivé de j.

Supposons donc que nous sommes dans le cadre d’une théorie étendant ZFC pour
laquelle une certaine formule décrit une injection élémentaire j : V — M de point
critique k avec M une classe transitive. Nous définissons un extenseur a partir de j.
Nous prenons pour support de notre extenseur un ensemble Y transitif vérifiant ces
deux propriétés

YZV, et Y CVjyNM.

Nous nous arrétons dans notre explication le temps d’une remarque générale
dont nous allons faire un usage intensif.

Remarque 4.2.1. Remarquons en toute généralité les deux points suivants. Premie-
rement, pour une formule ¢(x,p) ol x est une variable libre et p un parameétre,
I'image par une injection élémentaire j : V — M d’un ensemble défini par le schéma
de compréhension est donnée par

j({x €Al ¢x,p)}) ={x€jA) ] oCx,j(PIM}.

Deuxiéemement, si X est un ensemble de cardinalité strictement inférieure a critj,
alors

JX)={j(x)[xeX}.

En effet, il existe une bijection f : A — X avec A < crit(j) et donc X = {f(a) | a <
A}. Ainsi par la premiére remarque,

JE)={(f ) a<At={j(f(a)) | a<A}.

Nous reprenons notre exposition. Pour tout a € <®Y, nous avons par la remarque
précédente que j(a) = {j(y) | y € a}. Ainsi, la fonction j~*1j(a) : j(a) — a associe
a chaque j(y) € j(a) 'ensemble y € a. Par ailleurs, observons que pour a € <“[Y],
limage par j de 'ensemble ®V,. est 'ensemble / (a)Vj(K) N M. Nous définissons alors
pour tout a € <“[Y],

E,={Xe2(“V,)|j 1jla) € jX)}
Nous montrons que le systtme &; = (E, | a € ~“[Y]) ainsi défini est un (x,Y)-
extenseur. Nous appelons &; le l'extenseur dérivé de j avec support Y.

&; vérifie (el) : La vérification du fait que chaque E, est un ultrafiltre est directe.
Cependant, il apparait que chaque E, avec a C V,. est principal. La x-complétude
découle de I'élémentarité de j et du fait que critj = . En effet, soit (X, | a < y)
pour y < k avec X, € E,, i.e. j~!1j(a) € j(X,), pour tout a < y. Comme j(B) = f8
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pour tout 8 < k, I'image par j de la famille (X, | a < y) n’est autre que la famille
(j(X,) | a < y). Par conséquent,

iTi@e i) =i (%),

a<y a<y

et donc [, <yXq € E,. Pour montrer qu’il existe un ultrafiltre E, qui n’est pas k-

complet, nous utilisons le fait que Supp(&;) & V.. Prenons y € Y —V,, nous avons
rang(y) > k. Nous définissons pour tout a < K
Xo=1{f €}, | rang(f(y)) > a}.
Comme j'1j({y}) = (j(¥),y) et que pour tout a < K
iX)={f € VMV, M | rang(£(G())) > a},

nous avons donc X, € Ey,; pour tout a < k. Or (), X, = 0 ¢ Ey,;. Ainsi, E, n’est
pas k T-complet. O

8; vérifie (e2) : Soient a C b € <*[¥]. Comme j(a) € j(b), nous avons
G i@ =" ia).
De plus, pour tout X € ?V,,,
jdf €Vl flaexy) =1{f €/ PvjynM| flj(a) € jX}.
Il s’ensuit que
{f €Vl flaeX}€E, — (G (DNI(a) €j(X) — j ' 1j(a) € j(X) — X €E,.
8; vérifie (e3). Pour tout a € <*[Y], j~11j(a) : (j(a),€)—(a, €) est un &-iso-

morphisme. De plus, la formule «f est un €-isomorphisme » est absolue pour M
transitif et donc

JUf €W | £ : (@, €)>(mf, ) = {f €OV M | f : (j(a), €)>(Imf, )},

Ainsi, {f € %V, | f : (a,€)>(Im f, )} € E,. 0

&; vérifie (e4) : Soit F : *V,, — V, vérifiant {f € V.| F(f) € UJImf} € E,. Nous
avons donc par définition de E,

i@ e{f e/ nm |G eJmr},
ou jF :j(a)Vj(K) N M — Vj, est I'image par j de F. Ainsi,

GRG @) e (mj @) = Ja
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11 existe donc x € a tel que (jF)(j~'1j(a)) € x. Notons y = (F)(j'1j(a)), par
transitivité de Y, nous avons y € Y. Observons alors que d’'une part

GR(G1i@u iyMIi@) =GRG @) =,

et que d’autre part,
I iau iy NGO =y.

Il s’ensuit que

iTMilau{yh e {f eV nM|GF)(f i) = FGO)},
et par définition de E,(,}, nous avons

{f €YU, | F(f1a) = f(3)} € Eauyyy-
Ainsi &; vérifie (e4). O

& vérifie (e5) : Notons jg : V — (Ult(v, é”j),Egj) linjection élémentaire asso-
ciée a &;. Nous devons montrer que l'ultrapuissance associée a notre famille &;
est bien fondée. Nous montrons pour cela qu’elle s'injecte élémentairement dans
M. Ceci implique la bonne fondation de (Ult(V, &; ),Egj), car lexistence d’une suite
Eg, -descendante infinie implique l'existence d’une suite €-descendante descendante
dans M. Nous définissons k : Ult(V,&;) — M de sorte que le diagramme suivant
commute.

M

k (4.3)
v Ult(V, &)

Nous définissons pour tout [a, F] & € Ult(V, &;) ou a indique que le domaine de F
est ‘V,,

k([a,Flg) = GF)G i(a).

La fonctionnelle k est bien définie et injective car pour tous F : °V, — V et G : °V, —
V, nous avons

[a,Fls, = [b,Gle, «=1f € PV | F(f1a) = G(f1b)} € Eqi
—GFGi@) = GGG (b))
—k([a,Fls,) = k([b,G]s,).

De plus k est élémentaire. En effet, si ¢(vy,...,V,) est une formule du langage de la
théorie des ensembles et [a;, Fi] oo [an, Fr] &; € Ul(V, &;), alors par le Théoreme
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4.2. Extenseur dérivé d’une injection élémentaire

de to$ (Théoréme 2.3.3)

Ult(‘/,gj),Egj
' [[[al,Fl]]é’j) L] [[an)Fn]]é”j]

(_){f € aVK | (P[Fl(f fa1), s ’Fn(f ran)]} € Ea
—o [GFG @), GG Hia)]"

M
‘—”P[k([[alaFﬂ]gj),---,k([[an,Fnﬂgj)] .

Finalement, la commutativité du diagramme (4.3) découle du fait que pour tout
x € V, nous avons pour la fonction constante c : “V,, — {x}

kojg, (x)=k([a,clg) = GeDG (@) = j(x).

Ainsi, nous avons bien que l'ultrapuissance associée a un extenseur dérivé d'une
injection élémentaire est bien fondée, comme annoncé. O

Rappelons que nous avons adopter la convention d’identifier une ultrapuissance
bien fondée avec la classe transitive donnée par le Théoreme de collapse de Mos-
towski. Ainsi, par le Lemme 4.1.3, Y = Supp(&;) < Ult(V, &;). Montrons que k[Y
est I'identité. Par le Lemme 4.1.3, pour tout y € Y et tout a € ~“[Y] avec y € a, la
fonction H; : 4V, — V.. définie par H;( f) = f(y) représente y dans Ult(V, §;). Par
conséquent,

k() =k([H]s,) = GHOG ' H(@) = G H @) () = -

Dans ce sens, un extenseur permet d’approximer « arbitrairement prés » une injection
élémentaire.

Exemple 4.2.2. Nous montrons maintenant que si & est un (x, Y )-extenseur et j :
V — Ult(V, &) est I'injection élémentaire associée, alors 'extenseur dérivé de j, avec
support Y n’est autre que & lui-méme. Par le Lemme 4.1.3, nous avons bien que Y C
Vi) NUIL(V, 8;) car chaque y €Y est représenté par Hf, : W, — V. pour a € “[Y]
avec y € a et par le théoreme de Los, le fait que rang(Hf,(f)) =rang(f (y)) < x pour
tout f € 2V, signifie que rang( [[H;]]gj) < j(x). Le fait que Y n’est pas inclus dans V.,
comme nous l'avons exigé pour la définition d’un extenseur dérivé, apparaitra par
la suite. Observons que pour tout a € <“[Y], nous avons par le Lemme 4.1.3 et le

Théoréme de L.oS que

J'(;l ljig(a) ={(es(¥),¥) |y €a} = {([[C;]]g’ [[H;]]g) |y €a}
=[f = {(, fO) |y €a}]e = [id@y,)]s-

Par conséquent, pour tout X € ?V,., nous avons

J',El ljg(a) € je(X) —[id@y,]e €Je(X)
<—>{f S aVK | id(”VK)(f) EX} €E,

—X €e€kE,.
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Cela signifie que 'extenseur dérivé de j, avec support Y est exactement &.
Observons maintenant que si a € <“[Y] et que a C V,., nous avons jeg(a) = a et
aussi j(;l lje(a) =id,. Par conséquent, le singleton {id,} est dans l'ultrafiltre E,, car

Jg'lie(a) =id, € {ide} = {js(ido)} = js({ida})-

Il s'ensuit que E, = {X € %V, | id, € X} est principal et donc x*-complet. Or pour
que crit(jg) = k, la condition (el) assure qu’il existe E, qui n’est pas k*-complet.
Ainsi, nécessairement pour ce a, a € V,.. Par conséquent, comme annoncé, nous
avons bien Y Z V,..

De plus, ces considérations nous améne a une nouvelle représentation des élé-
ments de l'ultrapuissance Ult(V, &). Pour tout a € <“[Y] et toute fonction F : ¢V, —
V, nous avons que

GeF)(jg is(a)) = (UeF)([id@v,le) = [a,Fle,

la derniere égalité découlant du fait que pour tout f € ?V,,

(cr(F) (ideyy(f)) = F(f)

4.3 Deuxieme définition

Suivant [MS89], nous avons donné la définition 4.1.1 d’extenseur car elle s’in-
tégrait directement dans le cadre des systémes inductifs d’ultrafiltres exposé dans
la section 2.3. Toutefois, en adoptant cette définition, nous allons au devant d’'une
multitude de petits problémes de notation. C’est pourquoi nous allons représenter
un extenseur sous une forme légerement différente.

Soit & = (E, | a € =“[Y]) un (k,Y)-extenseur au sens de la définition 4.1.1.
Nous souhaitons voir chaque E, comme un ultrafiltre sur IV, plutét que sur ?V.,.
Nous définissons donc pour chaque suite finie ¢ € “Y I'ensemble

B(@) = {X €MDY, | { €™MV, | f 0q X} € Eymg }

et nous formons le systtme & = (E(q) | ¢ € ?Y). Ce systéme n’est pas a pro-
prement parler un systeme inductif d’ultrafiltres, cependant nous pouvons faire la
construction suivante. Si ¢,r € <Y et si F : "8V, — V et G : °¢(Dy — Vv, nous
définissons la relation d’équivalence suivante

(q,F) ~gr (r,G) <= {f € "84 DV, | F(f Mong(q)) = G((foo,)l long(r))} € E(q"r),

ol 0, est la permutation de long(q~r) telle que (¢ r) o 0,y = rq. Remarquons
que par définition de E(g™r), nous avons

(q,F) ~g (1,G)
— {f em@ny, ‘ F((fo(g™r) Mong(q)) =G ((f o(@"r)ooyg) Mong(r)) } € Eimig-r)

o {f ™I P ((F1ame)oq) =6((fIamr) or)} € Bpngry. (44
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Nous formons alors la classe M, contenant pour chaque g € =“Y et toute fonction
F :on8@y_ — Vv Pensemble [q,F], des éléments de rang minimaux de la classe
d’équivalence de (g, F) pour ~, . Nous définissons sur M, la relationnelle suivante.
Pour [[q’F]]é’U [[T’, G]]é”’ €My,

lq, FlsEg[r, G s
JR {f c long(q“r)VK F(flong(q)) € G((f o o'rq)[long(r))} € E(q"r).

Nous montrons que (Ult(V, &), € ) est isomorphe & (M, E¢). Notre iosorphisme
est la fonctionnelle v : (M, Eg) — (Ult(V, &), €) définie pour tout q € <“Y et toute
fonction F : 78DV — V par

Tl’([[Q»Fﬂg’) = [[Imq’Fq]]é”,
ol Fy : ™V, — V est donnée par Fy(f) = F(f oq).

2 est une fonctionnelle injective : Pour q,r € <“Y et des fonctions F : 8@y v
etG: long(r)VK — V, nous avons par (4.4)

[[‘LF]]&’ = [[T‘, G]]é”’

PN {f c Im(q’\r)VK

PG Hama) o) = 6(((F1amr) or) | € B

— {f e ™@ Iy, |F,(f1Imq) = G, (f I(Im r))} € Em(gr)
— [Imgq,Fy]e =[Imr,G,] ¢
—Y([q,Fler) =¥ ([, Gle)- =

1 est surjective : Soient a € ~“[Y] et F : 9V, — V. Pour toute bijection 7 : |a| — a,
la fonction F, : 1%V, — v définie pour tout f € 14V, par

F(f)=F(fot™").

vérifie par définition de v que ¢ ([7,F.]s ) = [a, F] . Il sensuit la surjectivité de 1.
Remarquons que par l'injectivité de 1, pour toutes bijections 71,7, : |a| — a, nous
avons [71,F; [ = [72,Fr,] s O

1 est un isomorphisme pour Uappartenance : Soient [q, F] ¢, [[r, G] s € Mg. Nous
avons par (4.4)

[9, Fle-Eg/[r, Gl < {f €@ 1V, | F(f Mong(q)) € G((f 0 0,y)!long(r))} € E(q"r)
— {f €™V | F((f1Imq)oq) € G((fIImr)or)} € Epmgr)
o {f €™@ Y| Fy(f 1 Imq) € G,(f 1 Tm )} € Ermg)ugimn)
— [Imgq,F]ls € [Imr,G, ] s
— Y ([q,Fls) € ¥ ([r,Gls) O

Nous énoncons a présent sous la forme d’une nouvelle définition, les propriétés
que satisfait un systéme (E(q) | ¢ € <“Y) pour qu’il corresponde & un extenseur au
sens de la définition 4.1.1.
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Définition 4.3.1. Soient x un cardinal non dénombrable et Y un ensemble transitif.
Un (x,Y)-extenseur est un systétme & = (E(q) | ¢ € =“Y) vérifiant les propriétés
suivantes
(e1*) chaque E(q) est un ultrafiltre k-complet sur '°"8@V_ et il existe ¢ € <“Y
tel que E(q) n’est pas kt-complet ;
(e2*) les E(q) sont compatibles, i.e. pour tous ¢, € <“Y et tout X C "8y

X €E(q) sietseulementsi {f €'°"8@ My | fllong(q) € X} € E(q™r);

(e3*) pour toute suite finie g € <Y, nous avons

(@

{f e long@y; ‘ Vm, n € long(q)(q(m) € q(n) « f(m) € f(n))} €E(goo);
(b) pour toute permutation o de long(g), et tout X € 8@y,

X € E(q) si et seulement si {f € long(qw)VK . foo™t EX} € E(q);

© !
{f elone@y, ‘ ¥m,n € long(q) (q(m) = q(n) — f(m) = f(n)) } € E(q);
(e4*) pour tout g € <Y et toute fonction F : 1"ng(q)VK — V. telle que

{ errev, | (e Jimf} e E@),

il existe y € Y tel que

{f e'orela” Dy, | F(f long(q)) = f (long(q))} € E(q™ (¥ );
(e5*) l'ultrapuissance Ult(V, &) est bien fondée.

Remarque 4.3.2. a) Si & est un extenseur au sens de la premiere définition, le
systéme &’ défini avant cette définition satisfait (e1*) a (e5*).

b) Réciproquement, si un systéme & = (E(q) | ¢ € <Y satisfait (e1*) a (e4*), nous
pouvons définir un systéme & = (E, | a € ~“[Y]) en posant pour tout a € <“[Y]

Eo={X S | {f | fortexte B},

ol 7 : |a] — a est une bijection. Par la clause (€3*)(b), la définition de E, ne dépend
pas du choix de 7. Le systéme & vérifie alors (el) a (e4) de la définition 4.1.1.
Ainsi, comme dans la discussion précédant la définition, il est possible de définir
Iinterprétation relative (Mg/,Ez/) et celle-ci est isomorphe a Ult(V, &). La clause

1. Cette condition n’est pas explicitement présente dans [MS89]. Toutefois, il nous a semblé qu’elle
était nécessaire pour établir I'équivalence entre les deux définitions d’extenseurs. Elle ne joue pas
d’autre role et elle est vérifiée par un extenseur dérivé d’'une injection élémentaire.
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(e5*) prend donc son sens et nous dénotons également Ult(V, &) le modele intérieur
associé a un extenseur pour cette nouvelle définition.

¢) Pour une fonction F : "V,, — V et une suite ¢ € ~“Y de longueur n, nous notons
[g, F] ¢ I'é1ément de Ult(V, &) représenté par F relativement a q. Cette complication
de la notation est nécessaire car F ne détermine pas sa classe comme dans la pre-
miére définition. En général, pour deux suites distinctes g, € <“Y de longueur n,

[[q,Fﬂg 75 [[T',F]]g.

Les deux définitions d’extenseur, a savoir les définitions 4.1.1 et 4.3.1, sont équi-
valentes dans le sens oli, comme nous I'avons décrit, il existe une correspondance
bijective naturelle entre les extenseurs de chaque type.

Pour notre nouvelle définition d’extenseur, le Théoréme de Los (Théoréme 2.3.3)
s’énonce comme suit. Pour toute formule ¢ (vy,...,v,) du langage de la théorie des
ensembles et tous [qq, F1]e,-- -, [qn, Fnl]e € Ult(V, &), nous avons

Ult(v,&)
¢ [[[qlaFl]]é"a L] [[qn:Fn]]é”]

—{A7 T fa €DV SIF(f1), -, Fa(F1} € E(9),

olg=gq;" --- g, et le domaine de chaque f; est long(q).
La transcription du Lemme 4.1.3 pour notre nouvelle définition d’extenseur est
la suivante.

Lemme 4.3.3. Soit & = (E(q) | g € <“Y) un (x, Y )-extenseur. Pour tout y €Y et tout
q € =Y tel que q(n) = y pour un certain n € long(q), la fonction HJ’} longl@y v
définie par

HI'(F) = f(n)

représente y dans Ult(V, &), i.e. y = [q,H ;]] ¢ Par conséquent,
Supp(8) =Y S Vj o NUI(V, &).

Nous décrivons maintenant quelle est la traduction pour notre nouvelle défini-
tion d’extenseur de la notion d’extenseur dérivé d’une injection élémentaire. Sup-
posons que j : V — M est une injection élémentaire de point critique k dans une
classe M transitive. Selon la définition de la section 4.2 et la correspondance entre
extenseur de chaque type, I'extenseur & = (E(q) | ¢ € <“Y) est donné par

X € E(q) —{f €™V, | f oq €X} € Eypq
—j "j(mg) €j({f €™V, |foqeX})
—j M jimq) € {f €/MmVy; s M| f 0 j(q) € j(X)}
—(7"1j(Imq)) 0 j(q) € j(X)
—q € jX).

Oou & = (E, | a € =®[Y]) représente I'extenseur dérivé au sens de la premiére
définition d’extenseur.
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Comme précédemment, nous avons que le diagramme suivant commute

M

k (4.5)

1%

— Ult(V, &)

Je
ou cette fois l'injection élémentaire k : Ult(V, &) — M est donnée pour tout q € <Y
et toute fonction F : "DV — V par

k([g.Fle) =k ([[Imq,Fq]]g’)
=(F) (i~ Li(img))
=GF)((G'1img)) 0 j(9))
=0 F)(q).

ol F, : ™M1V, — V est défini par Fy(f) = F(f o q).
Nous montrons maintenant la version du Lemme 2.3.4 sur la bonne fondation
de l'ultrapuissance correspondant a notre nouvelle définition d’extenseur.

Lemme 4.3.4. Soit & = (E(q) | ¢ € =“Y) un systéme satisfaisant les conditions (el*)
a (e4*). Lultrapuissance Ult(V, &) est bien fondée si et seulement si pour toute suite
(@n)new € =Y avec Vn € w(q, € q,41) et toute suite (X,),e., avec X, € E(q,,) pour
tout n € w, il existe une fonction f : w — V; telle que f [long(q,) € X,, pour tout
ne w.

Démonstration. Soit (E, | a € =“[Y]) l'extenseur au sens de la premiere définition,
associé a &.

(=). Supposons que Ult(V, &) est bien fondée. Soient (q,)pe,, S ~“Y une suite
croissante pour C et (X,,),e, une suite avec X, € E(q,) pour tout n € w. Posons
D’ ={Imgq, | n € w} et pour tout n € w définissons

X,/1 = {f elmanK |f °dqn EXn} EElmqn'

Par le Lemme 2.3.4, il existe g : | JD' — V, avec glImg, € X/ pour tout n € w.
Ainsi, la fonction f = goq avecq = vérifie f [long(q,) = g 0 q,, € X,, pour
tout n € w.

(). Par contraposition, supposons que Ult(V, &) est mal fondée. Il existe donc
dans Ult(V, &) une suite ([q,, F,]¢) <., descendante pour E,. Par compatibilité des
E(q), nous pouvons supposer sans perte de généralité que g,, € g,,,1 pour toutn € w.
Nous définissons X, = 1°"8(q0)V_ et pour tout n € w par récurrence

new qn

X1 = {f €@V | F, () € Fy(f Mong(q,))} € E(gnir)-

Pour cette suite (g, ) e, €t cette suite (X,,),ec, il Ne peut pas exister f : w — V. telle
que f [long(q,) € X, pour tout n € w. En effet, sinon la suite (F,(f I1ong(q,))) e,
est descendante pour I'appartenance. O
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4.4 Ultrapuissances internes et externes

Soit M un modele intérieur de ZFC. Si & € M est un (k,Y )-extenseur dans M,
alors (Ult(M ,é’),Eg’ ) est une interprétation relative définissable de M. De plus,
comme & est un extenseur de M, Eg’ est une relationnelle set-like, extensionnelle
et bien fondée sur Ult(M, &) dans M. Par le collapse de Mostowski, nous identifions
donc cette interprétation relative avec 'unique classe transitive de M qui lui est
isomorphe. Par conséquent, Ult(M, &) € M est un modele intérieur de ZFC dont les
éléments sont représentés par des fonctions F : "DV, N M — M pour q € <“Y.
Ils sont notés [q,F ]]2.4 . Nous notons jg’ : M — Ult(M, &) linjection élémentaire
associant a chaque x € M la classe d’une fonction constante égale a x.

De plus, nous avons besoin de pouvoir construire 'ultrapuissance d'un modéle
par un extenseur appartenant a un autre modele. Soient M et N deux modeles
intérieurs de ZFC. Supposons que & € M est un (x,Y)-extenseur dans M et que
Vi1 NM =V, 1 NN. Cette derniere condition nous assure que pour tout n € w,

PM("WV.nM) =2V ("V,.NN)

Ceci nous permet précisément de construire dans V l'ultrapuissance externe
UIt™(N, &) de N par & comme suit. Si ¢,r € <“Y etsi F : °%@V NN — N et
G : "Dy NN — N sont des fonctions appartenant & N, alors nous définissons la
relationelle suivante

(q,F) ~g (,G)
— {f €IV AN | F(fong(q)) = G((f ° 0, long(r)) } € E(g™r).

Ainsi définie, ~, est une relationelle d’équivalence sur la classe de V des couples
(¢, F) avec g € <Y et F € “"““V«"N)N n N.. Nous notons [q, F [¥ lensemble des élé-
ments de rang minimaux de la classe d’équivalence de (g, F) pour ~ .. Nous formons
UIt™(N, &) la classe des [q, F]¥ et nous définissons sur celle-ci la relationelle

la, FIZEZ [, GI¥

— {f €@ Iy AN | F(flong(q)) € G((f o o) long(r)) } € E(q™r).

Cette construction n’a lieu ni dans M ni dans N, mais dans V. L'ultrapuisssance
externe ainsi définie n’est pas forcément bien fondée. Toutefois, c’est le cas si M est
dénombrablement clos comme le montre le lemme suivant. Nous disons qu’un en-
semble ou une classe M est dénombrablement clos si tout sous-ensemble dénom-
brable de M appartient a M. En particulier, toute fonction f : w — M appartient a
M, si M est dénombrablement clos et que w € M.

Lemme 4.4.1. Soient M et N deux modéles intérieurs de ZFC. Si & € M est un (k,Y)-
extenseur de M, si V,,1 N M = V,,1 NN, et si M est dénombrablement clos, alors
UIt™ (N, &) est bien fondée.
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Démonstration. Par contradiction, supposons que il existe une suite ([[qn,Fn]]g Inew
descendante pour Eg dans Ult™ (N, &). Sans perte de généralité, nous pouvons sup-
poser que q, € q,41 pour tout n € w. Définissons par récurrence X, = long(q0)y NN =
long(40)y/ M et pour tout n € w,

Xni1 = {f €DV AN | Fopy(f) € Fo(f Mong(ga))}

Pour tout n € w, X,, € E(g,) et comme V,,; "M = V,,; NN nous avons aussi
X, € M N N. En outre, il n'existe pas de fonction f : w — V., N M telle que
f1long(q,) € X, pour tout n € w, car sinon (F,(flong(q,))),c,, serait descen-
dante pour l'appartenance dans N. Par ailleurs, comme M est dénombrablement
clos, les deux suites (q,)nce €t (X, )neo appartiennent a M. Par la relativisation du
Lemme 4.3.4 a M, ceci implique alors que & ne vérifie pas la condition (e5*) de
bonne fondation dans M. Cela contredit notre hypotheése selon laquelle & € M est
un extenseur dans M. O

Que l'interprétation relative (Ult™(N, &),EY) soit ou ou non bien fondée, elle
vérifie sa version du Théoréme de $.0$. A savoir, pour toute formule ¢ (vy,...,v,) du
langage de la théorie des ensembles et tous [q1,F;]Y, ..., [qn Fa]¥ € ULt™(N, &),
nous avons

U™ (N,&),EN
¢ [lan il [a Pl |

{7 f €DV AN | QIR Fu(FIIV} € E(),

ouq=gq;" -+ "q, et le domaine de chaque f; est long(qy).

Nous définissons également l'injection élémentaire j§ : N — (ULt™(N, &),EY),
qui associe a chaque x € N I'élément de Ult™'(N, &) représenté par une fonction
constante égale a x.

Au chapitre 5, nous voulons pouvoir construire des ultrapuissances externes
de facon répétée. Partant de M, = V et d’'un extenseur &, dans V, nous formons
M,; = Ult(V, &). Ensuite pour & € M;, un extenseur dans M;, nous voulons pou-
voir former M, = Ult**'(V, &,). Nous voulons pouvoir continuer ainsi.

M
J
oM =UI(V, &) —> My = U™ (M, ,)
>0
MO - V
jé"l

M, = U™V, &) — > My = ULt™ (M), 63)

Je,

Afin de pouvoir effectuer cette construction, il nous faut d’abord controler les
segments initiaux des ultrapuissances externes construites. En effet, pour continuer
les constructions, il nous faut que les derniers modeles obtenus s’accordent jus-
quau rang crit(&) + 1 pour 'extenseur & que nous considérons. D’autre part, par
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le Lemme 4.4.1, il suffit que les ultrapuissances que nous construites soient dénom-
brablement closes pour garantir la bonne fondation des interprétations relatives sui-
vantes. Les deux lemmes suivant reglent ces questions.

Lemme 4.4.2. Soient M et N deux modéles intérieurs de ZFC. Si & € M est un (k,Y)-
extenseur dans M, si V,,; N M = V,,1 NN, si pour un ordinal p > K nous avons
V, N M S Supp(&) =, et si lultrapuissance UIt™(N, &) est bien fondée, alors

(1) Vimey NU(M, ) = Vjn(y N UIt™ (N, &);

@ M (Ve nM) = j¥ 1 (Vieyy NN, en particulier j¥ (k) = j¥ (x);

(3) Supp(&) € Vj(y N UIt™ (N, &);

4 V,NnM=V,nUltM, &) =V, NULt™(N, &).

jM

geM ——=Ult(M, &)

N

—— Ult™(N, &)
Je

Démonstration. Lultrapuissance Ult"*'(N, &) étant bien fondée, elle est comme tou-
jours identifiée avec la classe transitive qui lui est isomorphe.

(1). Nous montrons que les segments initiaux des ultrapuissances Vj(y(,()ﬂUlt(M ,8)
et ng(K)ﬂUlte’“(N , &) sont isomorphes. Leur collapse de Mostowski sont donc égaux,

et dans ce collapse, nous avons pour tout g € <“Y et toute fonction F : °"8@y, N
M — V. N M dans M,

la, F15 = [a, FI5-
Soit x € ngz(,() NUIt(M, &). Lensemble x est représenté dans Ult(M, &) par une
fonction F : 8@V N M — V. N M de M, car par le Théoréme de Los,

rang ([[q,F]]]é‘fI) < ng(K) —{fe long(q)VK N M |rang(F(f)) <k} € E(q).

Comme k est fortement inaccessible, le rang d’une telle fonction F est k. Il s’ensuit
que F € V,,1NM =V, 1NN. Réciproquement, tout membre de Ult(M, &) représenté
par une fonction F : @V _NM — V_N M relativement & une suite ¢ € <°Y
de longueur n possede dans Ult(M, &) un rang strictement inférieur a jg[ (k). De
méme, x € Vjéy(,() N Ut (N, &) si seulement et seulement s’il existe ¢ € <“Y et
F :ngl@y, NN — V,, N N une fonction appartenant & N telles que x = [q, F¥.

De plus, pour toutes fonctions F : °#@V,. "M — V. NM et G : ¢y N M —
V. MM, qui sont dans M si et seulement si elles sont dans N, nous avons

[q,F1%¥ = [r.G]Y < [q.FI§ = [r,G]¥

et
lq.F1¥ EJ' [, G]Y < [q, F]YE] [r,G]}.

(2). Soitx € Vg NM =V, 1 NN. Siy € j)(x), alors
rang(y) < rang(jg' (x)) < j g (x).
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Ainsi, y est représenté par une fonction F : 8@V N M — V_N M autant dans
Ult(M, &) que dans Ult™ (N, &) par (1). De plus, le fait que

{f eV nm | F(P) e x} B,

signifie également que y = [q, F]¥ € j¥(x). Par conséquent j¥(x) € j¥(x). Lautre
inclusion est symétrique, donc finalement j é‘.,” (x)=3j g (x).

(3). Soit y € Supp(&). Par le Lemme 4.3.3, y est représenté dans Ult(M, &) par
une fonction H" : °"8@y _NM — V.NM, f — f(n) pour une suite ¢ € <*Y telle que
g(n) =y pour n € long(q). Nous avons donc par le Théoreme de Lo$ que rang(y) <
JM(x). Par (D), [[q,H;]]g = [[q,H;}]Ié‘fI = y. Par conséquent y € Ult™(N, &). Ainsi
Supp(&) S Vjn(ey N UIt™(N, &).

(4). Par le Lemme 4.3.3, nous avons p < ng(K). Il découle alors de (1) que vV, N
Ult(M, &) =V, NUIt™(N, &). O

Lemme 4.4.3. Soient M et N deux modeéles intérieurs de ZFC qui sont dénombrable-
ment clos. Si & € M est un (k,Y)-extenseur dans M, si V., N M =V, NN, et si
Supp(&) =Y est dénombrablement clos, alors Uultrapuissance bien fondée Ult**'(N, &)
est dénombrablement close.

Démonstration. Soit ([qn, F,]¥) <, une suite d’éléments de Ult™'(N, &). Nous mon-
trons qu’elle appartient a Ult*'(N, &). Comme Y est dénombrablement clos, chaque
g, €Y et donc la suite b = (q,,),e,, € Y. Nous définissons une fonction F : 'V, NN —
N telle que [(b), F]¥ soit notre suite ([q,,F,]¥) <, Posons

F(() = { éF (y(m) In€w) ;imw N et (Vn € w)y(n) € 8@y A N;

Comme chaque F,, € N, la suite (F,),c, appartient a N car N est dénombrable-
ment clos. De plus, pour tout n € w, "8y, N N est le domaine de F,. Il sen-
suit que F est définissable dans N a partir de (F,),e, € N, et donc F € N. Ainsi,
[(b),F }]2,’ € UIt™(N, &). 1l nous faut voir que le domaine sur lequel F n’est pas
égale a 0 appartient E((b)) afin que les propriétés de F((y)) quand y : o — N
et (Vn € w)y(n) € °"¢@)V_n N sappliquent & [(b),F]¥ par le Théoréme de Lo.
Pour voir ceci, rappelons que par le Lemme 4.3.3 et le Lemme 4.4.2, la fonction
H; :W.NN—-V.NN,(y)— yreprésente b€ Y, i.e. [[(b),Hg]]’éY =b. Or b est une
fonction de domaine w et pour tout n € w,

b(n) = q, = ((k,qx) | k € long(q,,)).

Ainsi pour tout n € w, b(n) est une fonction de domaine long(q,), et par le point (3)
du Lemme 4.4.2, son codomaine est inclus dans V;n(,)NN. Il s’ensuit par le Théoréme

de Lo, que H ; ((y)) = y est une fonction de domaine w et y(n) € long(an)y NN pour
E((b))-presque tout (y) € 'V, N N. Par conséquent, comme désiré

X= {(y) elV.NN|y:w—Net(Vnew)y(n)e long(q”)VK HN} €E((b)). (4.6)
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Ceci nous assure que notre définition de F fait sens et que par le théoréme de t.o$
sa classe [(b),F ]]g est une fonction de domaine w et de codomaine inclus dans
Vin(o N N. En outre, nous avons bien [(0), F1Y = ([qn, Fu]¥) e, Pour voir ceci,

nous devons montrer que pour tout n € w, [(b),F]¥(n) = [q,, F,]¥, ce qui est
équivalent a

{0 f €M@y M | (y)eX et F((0))(n) = F()} € E((5) an),

ou X est défini par (4.6). Rappelons que pour (y) € X, par définition de F, nous
avons F ((y))(n) = F,(y(n)). Il nous suffit donc de voir que

{5 f ey, M | (y)eX et y(n) = £} € E((5)an).
Or ceci découle du fait que [[(b),H;]]g(n) = b(n) = q,, et que comme déja vu

4 =1(0,0,(1)) | i €long(g,)}
={ (Y@, [a. HE (1)

=[4qy> id(long(Qn)VKr‘]N)IlléY

i€ long(qn)}

Relativement a la suite (b), la fonction F représente donc la suite ([q,, F,]%) ce-

O

Notes. Ce chapitre est basé sur [MS89]. Nombre de développements exposés ici sont cependant
des détails absents de [MS89] que l'auteur de ce travail a essayé d’exposer le plus conformément a
l'article en question. Notamment, ni la forme ni la démonstration du Lemme 4.4.2 ne sont présentes
dans [MS89].
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Chapitre

Arbres d’itérations

Couvert de papillons
Parbre mort
est en fleur

Kobayashi Issa

Un arbre d'itération porte potentiellement un univers a chacun de ses
nceuds. Les univers se composent le long d'une branche pour former un
univers au bout de cette branche.

5.1 Définition

Nous formalisons le type de construction évoqué au chapitre précédent comme
motivation pour les lemmes 4.4.2 et 4.4.3. Nous définissons la notion d’arbre d’ité-
ration de facon récursive.

Définition 5.1.1. Soit n € w. Un couple .o/ = ( <, ((&, px) | k < n)) est un pré-
arbre d’itération si
(1) (n+1, =) est un arbre dont O est la racine et tel que < respecte 'ordre naturel
den+1,ie. <C(<[(n+1));
(i) (px | k < n) est une suite croissante d’ordinaux, i.e. sin > 0, py < pPy41 pour
toutk<n-—1
Un préarbre d’itération .o/ = ( <, (&, pp)) est un arbre d’itération (dénombra-
blement clos) de longueur 2 si
(ag) &, est un extenseur de V ;
(bg) Supp(&y) est dénombrablement clos;
(o) Voo+1 & Supp(&p);
Nous associons a un arbre d’itération .« de longueur 2 le systéme canonique
(My, jik; | k 2 | € 2) comme suit. Nous posons M, = V et formons M; = Ult(V, &,)
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qui est dénombrablement clos par 4.4.3 et vérifie V,, 11 € M;. Nous posons ji ; =
idy, et jo,1 = Js,-
je®
V=M,—5 M,

Récursivement pour n > 0, un préarbre d’itération
o =(=<,{(6,p) | k<n+1))
est un arbre d’itération (dénombrablement clos) de longueur n + 2 si
dn=(=<1n+1),{(& pr) | k<n))

est un arbre d’itération de longueur n et si pour le systeme (M, ji; |k 2l €n+1)
associé a .« [n nous avons

(a,) &, € M, estun extenseur de M,, ;

(b,) Supp(é&,) est dénombrablement clos ;

(Cn) Vpn-i-l n Mn < Supp(gn):

(d,) pour n* le prédécesseur immédiat de n + 1 pour <,

Vpn*-i-l n Mn = Vpn*+1 n Mn*;

(en) Pn* Z crit(é"n).

Le systeme canonique (M, ji; | k 2 [ < n+ 2) associé¢ a .« étend celui de
./ [n comme suit. Les conditions (d,,) et (e,,), nous assure que nous pouvons former
M, = Ult™(M,, &,). Par (b,) et le fait que M, et M, sont dénombrablement
clos, M, est dénombrablement clos par le Lemme 4.4.3. Par (c,,) et le Lemme 4.4.2,
nous avons V,, 1 N M, =V, 1 N M. De plus, pour tout k < n avec k < n+1,
nous posons

. My« .
Jk,n+1_Jgn © Jk,n*-

Le schéma suivant représente la facon dont nous définissons le systéme canonique
de ./ a partir de celui de ./ [n.

M, > &,

. M
Jk,nx Jé"n

M, M, M, = Ult™(M,+, &,)

jk,n+1

Soient .« = ( <,((&,pr) | k < n)) un arbre d’itération de longueur n+1 et
(My, jx1 | k 2< n+ 1) son systtme canonique associé. Par induction, chaque M
est un modele intérieur dénombrablement clos. De plus, il découle par induction
également, que pour tout k; < ky < n,

1%

Py +1 nM, =V,

Piy 1 N My, .
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5.2. Au bout d’une branche

Définition 5.1.2. Un couple ./ = ( <, {(&, px) | k < w)) est un arbre d’itération
de longueur w, si pour tout n € w,

dn=(=<1(n+1),{(& pr) | k<n))
est un arbre d’itération de longueur n + 1.

Nous n’allons utiliser qu’un type particulier d’arbre d’itération. Nous considérons
sur w l'ordre partiel est donné par

m =<, n sietseulementsi m<nA(m=0Vn—m est pair).

Une chaine alternée (dénombrablement close) de longueur a < w est un arbre
d’itération .« = ( <,{(&, px) | k+1 < a)) de longueur a tel que < la == la.
Nous dénotons simplement par ((&, px) | k+1 < a) une chaine alternée de longueur
a, en omettant <, [a. Nous notons (My, ji; | k 24 | < a) son systéme canonique
associé que nous représentons par le diagramme suivant.

j‘gl ext j;?
ie M, =Ult(V, 6;) — M5 = Ult™(M;, &,) — Ms
°0
MO =V
J&

M, = Ut (V, &) —> My = Ult™ (M, 6;) —~ M

Ty T

5.2 Au bout d’une branche

Une branche d’un arbre d’itération . de longueur a < w est un ensemble tota-
lement ordonné par < et maximal pour l'inclusion. Une branche infinie d’un arbre
d’itération de longueur w est donc un ensemble infini, totalement ordonné par <, et
maximal pour l'inclusion. Si (M, ji; | k = a) est le systéme canonique associé a un
arbre d’itération ./ et b est une branche de .o/, alors nous pouvons former la limite
directe du systeme associé a la branche :

(My, ji, | k 2 L€ b) (5.1)

Pour ceci, nous considérons la classe des couples (k, x) tels que k € b et x € My, sur
laquelle nous définissons la relationnelle d’équivalence

(k,x)~(l,y) sietseulementsi j ,,(x)=j;,(y), pour m = max{k,}.

Nous dénotons alors par [k, x], 'ensemble des éléments de rang minimal appar-
tenant a la classe d’équivalence de (k, x) pour ~. Nous formons alors la classe M,
constitué des ensembles [k,x], avec k € b et x € M;. Nous définissons sur cette
classe la relationnelle

[k, x1,Ep[l,y]p sietseulementsi jy ,(x)€ j; (y), pour m = max{k,l}.

63



Chapitre 5. Arbres d’itérations

La limite directe du systéeme (5.1) est alors donnée par le couple

((My, Ep), {jx,p | k € b))

formé de I'interprétation relative (M, E};) et des injections élémentaires jy j, : My —
M, définies pour tout k € b par

Jip () = [k, x]p.

Nous avons pour tous k X[ € b que ji j © jx; = ji.b-

(Mb’Eb)

V= MO Mk Ml

Jok Jiel

Le lemme suivant nous donne un critére pour la bonne fondation d’une limite
directe le long d’une branche. Il montre également que nous pouvons associer a une
branche de modeles une branche formée d’ultrapuissances de V par des ultrafiltres.
La bonne fondation de la limite directe de la branche ainsi formée est assurée par la
bonne fondation de la limite directe le long de la branche de départ.

Lemme 5.2.1. Soit (M, j,, | m < n € w) un systéme inductif de modéles intérieurs
de ZFC. Notons (M, (j, . | N € w)) sa limite directe.
(1) M, est mal fondée si et seulement s’il existe une suite d’ordinaux (f3,,)ne., avec
Bn < jmn(Bm) pour tous m < n € w.
(2) Supposons que My = V. Soit une suite (e,),e., avec e, € M, pour tout n € w
. Pour Z =V, avec a = sup{rang(e, )+ 1 | n € w}, nous définissons pour chaque
n € w un ultrafiltre U,, sur "Z

X e Un A (jm,n(em) | m< Tl) € jO,n(X)-

Le systtme % = {Uy | k € w} est un systéme inductif d’'ultrafiltres k-complet
pour « le plus petit point critique des j,, ,. De plus, si M, est bien fondée, alors
Ult(V, %) est bien fondée.

Démonstration. (1). S'il existe une suite d’ordinaux (,)ne,, avec B, < jn.(Bm)
pour tous m < n € w, alors la suite (j, (,))ne, €st descendante dans M. I
s’ensuit que M, est mal fondée.

Réciproquement, si M, est mal fondée, alors il existe une suite descendante
d’ordinaux (by),e,, dans M. Soient m, € w et y, € My, tels que j,, (1) = by.
Nous pouvons supposer sans perte de généralité que my = O et que pour tous n; <
ny, m, < mp . Nous définissons alors la suite (f3,),e., suivante. Pour tout n € w et
tout 0 < k < m,,,; — m,, nous posons

ﬁmn-‘rk :jmn,mn-i-k(w “Ynt My —my+ k)

=w: jmn,mn+k(Yn) +mp . —m, +k
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La suite ainsi définie vérifie bien 3, < j,, ,(,,) pour tous m <n € w.

(2). La démonstration du fait que chaque U, est un ultrafiltre k-complet est
similaire aux arguments de la démonstration du Théoreme 2.2.4. La compatibilité
découle du fait que pour tout m < n € w, nous avons

{fe"Z|flmeX}eU, — (jialer) |k <m) € jon(X)
— Jmn (Ukm(er) [k <m)) € jinp 0 jomX)
= (Jemler) [ k <m) € jon(X)
— X eU,.

Notons i, , : Ult(V,U,,) — UIt(V, U,,) et iy, o, : Ult(V, Up,,) — Ult(V, %) les injections
élémentaires associées au systeme inductif d’ultrafiltres % = (U,, | m € w). Pour
tout n € w, nous définissons la fonctionnelle k,, : Ult(V, U,)) — M,, par

kn([F]Un) = (jO,nF)(Um,n(em) | m < Tl))

Cette fonctionnelle est bien définie, c’est une injection élémentaire. De plus, pour
tous m < n € w nous avons le diagramme commutatif suivant.
jm,n

M, ———=M,

ki ky

Ult(V, U,,) Ul(V, U,,)

Ln,n

En effet, pour tous m < n € w,

K (im0 ([F15,) ) = Feu (F © T o)
= (Jon(F © Ty m)) (Giknler) | k <))
= (jO,nF) o (jO,nﬂ:n,m)(Uk,n(ek) | k < Tl))
= (o,nF) ((knler) | k <m))
= (jm,n ojO,mF)(jm,n<jk,m(ek) | k< m))
= jmn(kn ((F11;,) ),

ou 7,y "Z - ™Z, f — fIm. Nous avons donc une unique injection élémentaire
ko : Ult(V, 2% ) — M, vérifiant pour tout n € w

koo Olp,00 = Jn,o0 © kn'

Finalement, si M,, est bien fondée, alors Ult(V, %) qui s’injecte élémentairement
dans M, est également bien fondée. O

Nous montrons maintenant pourquoi il est nécessaire de considérer des ultra-
puissances externes et des arbres d’itération pour obtenir des limites directes mal
fondées. En effet, une itération interne, i.e. un arbre d’itération de longueur w
dont I'ordre est 'ordre naturel sur w possede nécessairement une limite directe bien
fondée.
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Lemme 5.2.2. Soit & = ( <,{(E,, pn) | n < w)) un arbre d’itération dont Uordre est
Uordre strict naturel sur w. La limite directe M, le long de l'unique branche est bien

fondée.

Démonstration. Par contradiction, supposons qu'’il existe une itération interne dont
la limite directe est mal fondée. Considérons une telle itération interne % = ( <
,{(Ep, pp) | n < w)) dont la limite directe est mal fondée et notons (M, j,, , | m <
n € w) son systéme canonique associé. Par le Lemme 5.2.1, il existe un ordinal a de
sorte qu’il existe une suite d’ordinaux (f3,),e., avec By = a et B, < jp.n(Bn)-

Notons a l'ordinal minimal a satisfaire la propriété : il existe une itération in-
terne dont la mal fondation est attestée par une suite commengant par a. Pour ce
a, considérons le systeme canonique (M, j,,, | m < n < w) associé & une itération
interne % = (<, ((&,, Py) | 1 < w)) et une suite d’ordinaux (f,,),c., attestant de la
minimalité de a. Notons y un ordinal tel que (f,),e., €t -# appartiennent a V,

Nous considérons la formule ¢ (v, v,) & deux variables libres suivante

¢(v1,v,) 1 v1 et v, sont des ordinaux et il existe dans V,, une itéra-
tion interne .# et une suite d’ordinaux (ﬁn)new de sorte que ﬁo =
et pour le systéme canonique (M\n,fm,n | m < n < w) associé a .%
nous avons m < n € w — ﬁn < fm,n([/)’\m).

La formule ¢ [a, ] est satisfaite dans V. De plus, la formule « a est le plus petit
ordinal & tel que ¢ [&, y] » est satisfaite dans V. Par élémentarité de jj ;, nous avons
que M, satisfait la formule « jj ; () est le plus petit ordinal £ tel que ¢ [£, jo1(y)] ».
Or (<, ((8p41,Pns1) | n € w)) est une itération interne dans M;. Il s’ensuit que M,
satisfait la formule ¢ [f3;,7]. Or v < jo1(y) et B; < jo1(a), nous avons donc une
contradiction. O

La démonstration du résultat suivant se trouve dans [MS89].

Lemme 5.2.3. Soient .o = ( <,((&,, pn) | n < w)) un arbre d’itération de longueur
w et b une branche infinie de .«/. S'il existe des ordinaux (&, | n € w — b) tels que pour
toutne wavecn* &b, §,.1 < jgl"*(in), alors (My, E,,) est bien fondée.

5.3 Arbre d’itérations et ultrafiltres

Nous montrons maintenant que pour un cardinal & fortement limite, I'injection
élémentaire associée a un ultrafiltre 6-complet agit trivialement sur le systéme ca-
nonique associé a un arbre d’itération appartenant a Vy et réciproquement.

Lemme 5.3.1. Soit 6 un cardinal fortement limite. Soient U et U’ des ultrafiltres &-
complets sur X et X’ respectivement. Soit p : X — X’ une fonction telle que A € U’ si
et seulement si {x | p(x) € A} € U. Soit T = ( =,{(Ep,pn) I n+1<a)) un arbre
d’itération de longueur a avec I [n € Vs pour tout n+1 < a. Notons j = jy : V —
UIt(V,U), j' = jy : V = Ul(V,U’), k : Ult(V,U’) — Ult(V, U) linjection élémentaire
définie par k([F]y-) = [F o p]y. Notons (M, jm.n, | m 2 n < a) le systéme canonique
associé¢ a . Alors pour tous m < n € w,
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(1) jO,n(j) = J rMn: j(),n(j/) = j/ rMn: et jO,n(k) =k rj/(Mn);
) (](]m,n)) [ON = (j/(jm,n)) [ON = jm,n lON,
ott par exemple jo,,(j) = Uy Jon( 1Va)-

Démonstration. (1). Nous commencons par montrer I’assertion suivante.

(@). Pour tous n € w, si Y C jo,(X) et Y € M,, alors
Y€jon(U) <« {xeXl[jolx)eY}eU.

Preuve de (a). Nous faisons la preuve par induction sur n € w. Supposons donc
que (a) est vérifiée pour tout m < n et soit Y C jj ,41(X), Y € M, ;. Supposons

en premier lieu que Y € jj ,41(U). Nous avons Y = [q,F ]]ZI”* pour une suite q €
< Supp(&,) et une fonction F : "y g, N My« — M. Par le théoréme de 105,

. . . .M« .
comme Jjo n+1 = Jn*,n+1 ©Jon* = ]gnn © Jo,n*, IOUS AVONs

K= {f € long(q)vcrit(é"n) N Mn* F(f) € jO,n*(U)} € En(q)-
Pour toute f € K, notre hypothése d’induction nous assure que
Zp ={x€X|jo(x)€F(f}I€U.

Comme J [n+1 € Vg, nous avons en particulier que crit(&,) < 6 et donc que |[K| < §.
Ainsi comme U est §-complet, nous avons que Z = | ) rex Zf € U. Nous avons alors
les implications suivantes

z€Z — (VfeK)zeZf)

(Vf €K)(jon(2) €F(f))

— {f €K ljon(2) €F(f)} =K €E,(q)
= w1 Uon () € [q, FTg"

- Jont1(z) €Y.

l

Par conséquent, {x €X | jo ,1(x) €Y} 2Z € U.

Réciproquement, supposons par contraposition que Y ¢ jo,n+1(U ). Comme par
élémentarité de jg 41, jo n+1(U) est un ultrafiltre sur jg 1 1(X) dans M, 1, il s'ensuit
que jo n41(X) =Y € jo n41(U). Par ce qui précede, nous avons {x € X | jo ,41(x) €
Jon41X) =Y} €U etdonc {x € X | jon,+1(x) €Y} ¢ U. Ceci termine la preuve de
().

Pour tout n € w nous définissons une fonctionnelle

®,: M, NI - Xy
G — 2,(G)

ou ¢,(G) est définie pour tout x € X par

©,(G)(x) = G(jo,n(x)).

Nous montrons I'assertion suivante au sujet des fonctionnelles &,,.
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(b). Pour tous n € w, pour toute H € X M,, il existe une
fonction G € M,, nJonXI M telle que

[q)n(G)] U~ [H]U .

Preuve de (b). Par induction, supposons que (b) est vérifiée pour tout m < n et
soit H : X — M, ;. Pour tout x € X, nous avons H(x) = [[qx,Fx]]I;n”* pour une suite
q, € < Supp(&,) et une fonction F, : 8@y, g, N My — M,-. Puisque U est 6
< & il existe g € <“ Supp(&,) avec

complet et )Supp(é"n)
{xeX|q.=q}el.

Pour cette suite finie g, nous avons donc

z:{xex

Mn*
gy :q/\H(X): [[q,Fx]]gn }G U.

Définissons alors U-presque partout une fonction H* : X — M, en posant pour tout
z€”Z
H*(z) =F,.

Par notre hypothese d’induction, (b) est vérifiée pour m = n*. 1l existe donc une
fonction G* € M,;:, G* : jo ,+(X) — M~ telle que

[q)n*(G*)] U= [H*]U

Remarquons que comme H*(z) = F, pour tout z € Z, le fait que [H* ]y = [®,+(G*)]
implique que ®,+(G*)(x) = G*(jo ,+(x)) = F, pour U-presque tout x € X. En parti-
culier, G*(ji ,+(x)) est une fonction de domaine long(q)Vcrit(gn) N M,« pour U-presque
tout x € X.

Nous définissons alors dans M- une fonction

F: 10ng(q)vcrit(é”n) N M, — M- N ot (X)Mn*’
en posant pour toute f & on8(@ Verit(s,) N M+ et U-presque pour tout x € X

(F(f)) Gor (D) = (G (o () (F)-

Par (a), F(f) : jon+(X) — M, est jg ,+(U)-presque partout définie. Nous posons G =
lg,F ]]I;’f, par le théoréme de Lo$, c’est une fonction de M,,;; avec G : jg ,41(X) —
M, ;. Nous devons montrer que [®,,,(G)]y = [F]y, i.e. que

{X €X | G(jons1(x)) = F(X)} eU.
Or nous savons que

{xez|HE) = [0, FI A G Gow ) =H (1)} €U

Pour un x dans ce dernier ensemble, nous avons pour toute f € 1°“g(q)Vcrit( &) N My
que

F(f)(on (x)) = (G (o (D) (f) = (H* () (f) = Fo ().

68
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Par conséquent, G(jo n4+1(x)) = [[q,Fx]]?n"* = H(x) pour U-presque tout x € X, i.e.
[®,41(G)], = [H]y. Ceci termine la preuve de (b).

Conclusion de (1). Observons maintenant que par (a), les fonctionnelles ®,, in-
duisent des injections élémentaires :

fo UM, jo o (U)) — {[Fly|Fe*M,}
L C X ()

En effet, pour toute formule de la théorie des ensembles ¢ (vy,..., Vi), et pour toutes
fonctions Gy, ..., G, appartenant a3 M,, N7~®)M_ nous avons

LR N P A

—{y €joX) | @[G1(¥); -, G(y)IM} € o n(U)
¢ [61U0n, -, GelioaleD)] ™} €U
—{rex | e [(@60)00. . (2,(60) ] ™} e

X
—p [[<I>H(G1)]U,..., [(I)H(Gk)]u] {[FlyIF€* M, } '
Observons aussi que jo ,(Ult(V, U)) = Ult(M,,, jo ,(U)). En effet,

g{x eX

Jon(UI(V, U)) = jou({[Fly | F : X — V) = {[F]}" () € M, | F € M, n 0000, }.

En outre, par (b), les injection élémentaires f,, sont surjectives et sont donc des
isomorphismes. Comme ce sont des isomorphismes entre classes transitives, ce sont
des fonctionnelles identité et pour tout n € w,

Jon(Ult(V, 1)) = Ult(M,,, jo ,(U)) = {[Fly | F € *M,} = j(M,),

ol la derniére égalité découle du fait que si ¢ (x, p) est la formule que M,, représente
ol p est un parametre, alors

J(M,) =j({x | ¢[x,p]}
={x e UV, ) | $[x, j(p)] "V}
={[Fly | Fe*V A{x X | ¢[F(x),p]} €U}
={[Fly | F €*M,}.

Remarquons aussi que l'inverse de f, associe a chaque [F]; pour F € *M,
la classe [F ]?O/I“(U) ol F : jon(X) — M, est définie j,,(U)-presque partout par

F(jon(x)) =F(x).
Nous avons la situation suivante.

Jon() )

M, 0 Ult(M,,, jo ,(U))
~|f,

Mn 'an {[F]U|F€XMH}
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Remarquons que &, associe a chaque fonction constante ¢, € M, N a1 1a
fonction constante ¢, = @,(¢,) € XM, avec méme valeur y € M,,. Il s’ensuit que
pour tout y € M,,,

UonlNW) = 18,17 1 = Fa ([, 15" ) = [8aE)]u = [,y = 1M, (),

et donc jo ,(j) = jIM,. En considérant les fonctionnelles &/ et les injection élé-
mentaires f, les analogues des ®, et des f, pour U’, nous avons de la méme facon
que jo,(j') = j'IM,. Finalement pour voir que j,,(k) = k[j’(M,), observons le
diagramme suivant

. £
Ult(Mn,]O,n(U/)) —g> {[F]U’ | F EXMn}
Jon(k) kM{[F]y|Fe*M,}
Ult(M,,, jo ,(U)) . {[Fly | F €XM,}

Ce diagramme commute, car pour toute fonction G € M, N/~ M, nous avons
d’une part

(JO,n(k))([G]j\o/Ii(U/)) = [GojO,n(p)]?/Iol(U) = [(I)n(GojO,n(p))] U= [Gojo,n(P)Ojo,n] U

et d’autre part,

ko £ (161" ) =k([24()]y ) = [24(@) o],

. @ . . .
=[Gojonop]y = [Gojon(P)ojonlu-

Ainsi en particulier, jg ,(k) = klj’'(M,), car j'(M,) = {[Fly | F € XM, }. Ceci
achéve la preuve de (1).

(2). Soit n € w. Comme U est 6-complet, toute fonction F € " Ult(V, U) pour
y < & appartient a Ult(V,U). En effet, si F(a) = [F,]y pour tout a < v, alors
F =[x~ {(a,Fy(x)) | @ <7}],- En particulier, nous avons que

Vy<& TON= (ToN)UHEVD)
Ainsi par élémentarité de j ,+, nous obtenons que
Vy <o (8) (FONYMw = (YON yor VIV,
Or dans la preuve de (1), nous avons montré que jg ,«(Ult(U,V)) = j(M,;). Ainsi,
Vy <jon:(6) ("TON)Mw = (ToON) M)
Par conséquent, M+ et j(M,+) possédent les mémes fonctions F : <“)Vcrit( &)— ON.

J(M,+) de

De plus, comme j(&,) = &,, la fonctionnelle associant a la classe [q,F ]]j( )
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5.3. Arbre d’itérations et ultrafiltres

chaque fonction F : 1°°¢(®) Supp(&,) — ON qui est dans j(M,,-) la classe [q, F ]]ZI”* est
un isomorphisme des ordinaux de M,,,; avec ceux de j(M, ).

JUn* ny1)ION

j(Mn)ﬂON j(Mn_H)ﬂON

1R

My (ON —— > My NON

Par conséquent, pour tout & € ON, nous avons

e/ j (M) M, = .M x .
](]n*,n+1)(a) = [[Ca]]j'(gn) = [[Ca]]gn = Jgn (a)= Jn*,n+1(a)-

Ainsi se termine la démonstration de (2). O

Notes. Ce chapitre est basé entierement sur [MS89]. Toutefois, I'auteur a opté pour une définition
récursive de la notion d’arbre d’itération, souhaitant notamment éviter l'utilisation de classes propres.
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Chapitre

Cardinaux de Woodin

Les montagnes au loin
reflet dans les prunelles
d’une libellule

Yosa Buson

Un cardinal de Woodin représente le grand objet dont nous avons besoin
de supposer I'existence. Sa présence permet de parler d'une grande diver-
sité de mondes. Elle nous permet de comprendre les ensembles qui nous
intéresse en leur associant des arbres d'univers. L'appartenance d'un élé-
ment a un tel ensemble est alors ramenée a la bonne fondation des univers
au bout de la branche associée a cet élément.

6.1 Définition

Nous commencons par donner une premiére formulation de la notion de grand
cardinal dont nous avons besoin. Cette définition n’est pas directement exprimable
dans ZFC, le Lemme 6.1.3 ci-aprés nous donne une équivalence avec un énoncé
formalisable dans le langage de la théorie des ensembles.

Définition 6.1.1. Un cardinal § est Woodin si pour toute fonction f € °5, il existe
Kk < 6 tel que f”x C k et une injection élémentaire j : V — M dans un modéle
transitif M avec crit(j) =k et V(j5)) € M.

Nous commencons par montrer une propriété fondamentale des cardinaux de
Woodin.

Lemme 6.1.2. Soit 6 un cardinal de Woodin. Pour tout A C Vs, il existe k < & ar-
bitrairement grand, pour tout a < &, il existe une injection élémentaire j : V. — M
dans un modéle M transitif avec crit(j) = «, V, € M et V, NA =V, N j(A). De plus,
j : V — M peut étre choisie comme lUinjection élémentaire jo : V — Ult(V, &) associée
a un extenseur & € Vs avec Supp(&) 2 V,, et Supp(&) dénombrablement clos.
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Chapitre 6. Cardinaux de Woodin

Démonstration. Par contradiction, supposons qu’il existe A C Vg, il existe f < 0,
pour tout k < 6 — f3, il existe a < &, de sorte que :

il n’existe pas d’extenseur & € V5 avec crité = k, Supp(&) 2 V,,

Supp(&) dénombrablement clos et V, NA =V, N jg(A). 6.1)

Pour tout k € 6 — f3, notons a(k) le plus petit a > k42 a satisfaire '’énoncé (6.1).
Nous définissons une fonction f : 6 — 6 par

) B+1 sik € f3;
f(K)_{ a(k)+w;+1 siked—p.

Comme 6 est Woodin, il existe k < 6 avec f”k C k et une injection élémentaire
Jj :V — M dans un modele M transitif avec critj = k et V) & M. Remarquons
que par définition de f, pour tout a < 8, f”’a € a. Par conséquent, nécessairement
Kk > f. Ainsi, par élémentarité de j

UAE)=({a)(x)+w; +1.

Nous pouvons donc considérer I'extenseur & dérivé de j avec support Vjq)x)+w, - Ce
support est dénombrablement clos car w; est un ordinal régulier. Notre extenseur &
est une fonction

& <wV(ja)(K)+co1 - ‘@(‘@(VK))

Par définition de la fonction a et I’élémentarité de j, nous avons (ja)(y) > v+2 pour
tout y € j(6)— . Ainsi, en particulier, (ja)(x) = xk+2. Il Sensuit que & < Vjq)(c)+0,
et donc & € Vijfy) € M est aussi un extenseur dans M.

Dans M, l'extenseur & dérivé de j avec support V(jq)+w, Verifie & € Vjiz) N
M est un extenseur, Vijq,) ) S Supp(&), et Supp(&) dénombrablement clos. Nous
montrons de plus que

Vi) Mg GA) = Ve NJ(A). (6.2)

Il s’ensuit alors une contradiction. En effet, pour tout y € & — 3, a(y) satisfait
I'énoncé (6.1). Cet énoncé est donc en particulier vérifié pour k = y et a = a(y).
Ainsi par élémentarité de j : V — M, pour tout y € j(6)— 3, nous avons qu’il n’existe
pas & € Vj5y N M avec & est un extenseur dans M, crit(&) =y, Supp(&) 2 Vja)y)»
Supp(&) dénombrablement clos et Vijq)y) N J(A) = Vi) N i¥(j(A)). Or notre
contredit cet énoncé.

I nous suffit pour cela de montrer (6.2). La situation est décrite par le diagramme
suivant.

M
M— UM, )

1% — Ult(V, &)
&
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Le Lemme 4.4.2 nous assure en particulier que

V(ja)(K)+w1 - ng(K) NUIt(V, &) = ‘/jg[(K) NUIt(M, &) (6.3)

et que jg Vs = jg Vipa-

De plus, rappelons que k : Ult(V, &) — M est donné par k([[q, F]s) = (jF)(q). Le
triangle commute, i.e. k o j, = j, et la restriction de k au support de & est I'identité,
i.e. kIV(ja)(x)+w, = id. Ainsi, nous avons premierement,

Je(A) N Vi) = k(J(A) N Vi) = JA) N Viam)- (6.4)

Deuxiémement, comme jg [V, 1 = j2 Vi1,

. ul(v,&) __ . .M .M Ult(M, &)
]g(A)ﬂng(K) _]é"(AmVK)_Jg (AHVK)_Jg (A)mvjéw(,() )
et en utilisant (6.3), nous obtenons en particulier que
J&(A) N Viayue = Jg (AN Vijay)- (6.5)

Troisiémement, comme crit(j) =k, j[V, =id et donc ANV, = j(A) N V.. Ainsi,

M 1t(M, My . _ M,
PG NV = M) NV =M ANV = ¥ @) n v,

J¥ @) J¥ @)
et en utilisant a nouveau (6.3), nous obtenons en particulier
.M . _ .M
Jg GA) N Viiayu =g (AN Viam- (6.6)

Finalement, (6.2) découle de (6.4), (6.5), et (6.6). Ceci termine la démonstra-
tion. O

Lemme 6.1.3. Un cardinal & est Woodin si et seulement si pour toute fonction f €°8
il existe un extenseur & € Vs avec f”crit(&) < crit(8), Vi, fyeritcs)) S Supp(&), et
Supp(&) dénombrablement clos.

Démonstration. Pour l'implication directe, considérons sans perte de généralité une

fonction f : 6 — & telle que f(y) > y pour tout y € 6. Par le Lemme 6.1.2, pour A =

f=1{ly,f(y)) |y € 86}, il existe k < &, tel que, en particulier, pour a = f(x) + 3, il

existe un extenseur & € Vs avec Supp(&) 2 V(y)43, Supp(&) dénombrablement clos,

et Vi3 N = Vi3 Nje(f). Il nous suffit alors de montrer que (jgf )(x) = f (k).

Ceci implique alors que f”x < f(x) = k et d’autre part Vj, ryu) = Vr) € Supp(8).
Or f(x) > k et donc rang (k, f (k) < f(x) + 2. Ainsi,

(1, (1)) € Vi(oyrs N f = Vi3 NJe(f),

et donc (jgf )(x) = f (k). u

Ainsi, la notion de cardinal de Woodin s’exprime également en termes d’exten-
seurs et donc dans ZFC.

Nous montrons maintenant qu'un cardinal de Woodin est en particulier forte-
ment inaccessible.
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Lemme 6.1.4. Un cardinal de Woodin est fortement inaccessible.

Démonstration. Soit 6 un cardinal de Woodin.

0 est régulier. Supposons par 'absurde que 6 n’est pas régulier. Il existe alors une
fonction f : y — & avec y < 6 dont 'image n’est pas bornée. Définissons g : 6 — &
par g(0) =7, gla+1)=f(a)sia <yetgla) =0siaecd—y.Alors pour tout
a < 6, nous avons g”’a € a. Ceci contredit le fait que 6 est Woodin.

0 est fortement limite. Supposons par I'absurde que pour un cardinal A < 6 nous
avons & < 2*. Considérons alors n’importe quelle fonction f : § — & pour laquelle
f(0) = A. Comme & est Woodin, il existe k < & et j : V — M avec en particulier
crit(j) = k et f”’k C k. Nécessairement nous avons donc A € k. Comme « est le point
critique d’'une injection élémentaire, x est fortement inaccessible. Mais nous avons
A < Kk < 6 < 2%, Ceci contredit le fait qu'en particulier k est fortement limite. O

Un cardinal de Woodin 6 est un point fixe pour toute injection élémentaire asso-
ciée a un extenseur dans V. Plus généralement, nous avons le résultat suivant.

Lemme 6.1.5. Si 6 est un cardinal fortement inaccessible, si & € Vs est un extenseur;
et si la cofinalité de & est strictement supérieure a crit(§) =k, alors jz(6) = 0.

Démonstration. Nous savons que & < jg(6). Pour montrer I'autre inclusion, sup-
posons que x € jg(6). Lensemble x est représenté par une fonction F : "V,, — &
relativement a une suite ¢ € = Supp(&) de longueur n, i.e. [q, F], = x. La cardina-
lité de "V, est k et comme la cofinalité de & est strictement supérieure a k, il existe
a < 6 tel que

{f €I F(f) < a} € E(Q).
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Par conséquent,

[a.Fls < je(a) = {[r,Gls | r € < Supp(&) et G : 6V, — a} C V;

De plus, comme & € Vs et 6 est fortement limite, nous avons

{1761

r € < Supp(&) et G : "y, — a}’ < max (|<°’ Supp(é’)| , K'“') <5.

Ainsi, jg(a) € V5 et comme c’est un ordinal, jz(a) < 6. Par conséquent, par transiti-
vité de l'ordinal jz(a)

Nous avons donc obtenu que jz(5) € 6 donc finalement jz(6) = 6. O

6.2 Construire des arbres

Nous démontrons dans cette section les résultats nécessaires pour montrer que
I'existence d'un cardinal de Woodin permet la construction de chalnes alternées.
Nous commencons par caractériser d’'une nouvelle facon les cardinaux de Woodin.

Notre nouvelle formulation équivalente de la notion de cardinal de Woodin est
basée sur le Lemme 6.1.2. Rappelons que ce lemme nous affirme que pour 6 Woodin,
tout sous-ensemble A de V5 admet un k < ¢ arbitrairement grand, vérifiant pour tout
a < 0, il existe une injection élémentaire j de point critique k avec la propriété que
A et j(A) posseédent exactement les mémes éléments de rang strictement inférieur a
a,ie. V,NA=V,NjA).

L'idée est d’appliquer ce lemme a des ensembles A dont les éléments sont les
formules du langage de la théorie des ensembles a parametre dans V,, satisfaites par
un V5+[3 .

Précisément, nous faisons les définitions suivantes.

Définition 6.2.1. Soit § un cardinal fortement limite.

(1) Pour des ordinaux w < a < § et 3, et pour gz € <“’V5+ﬁ, nous définissons le
(a, B)-type de 2 relativement a 6 comme I'ensemble

(a,B)tps(z) = {(a, TT) | ¢ formule de LTE Aa € <“V, A Vsip E wla, 5,2]},

ou LTE désigne le langage de la théorie des ensembles et ¢ [a, §,%] référe a 'énoncé
obtenu de la formule ¢ avec variables libres parmi vy, . .., Vigng(a)+long(z)+1 €D effec-
tuant la substitution p[ay, ..., Qong(a)—158>%0> - - - > Zlong(z)—1-

(2) Pour 8 un ordinal et z € ~“V5,4, un cardinal k < & est f-reflétant dans z
relativement a & si pour tout w < a < § il existe un extenseur & € V5 avec Supp(&)
dénombrablement clos, V,, € Supp(&), crit(§) =k, et

(a, B)tps(2) = (a, js(B)) tpa ¥ (ja(2)).
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Remarque 6.2.2. (a) Le (a, B)-type de gz relativement a 6 est essentiellement un
sous-ensemble de V, . Ainsi, pour a’ < a, (a, B)tp(z) NV, = (a’, B) tp(2).

(b) Par la suite, nous omettons la mention relativement a §. Ceci ne causera
pas de confusion, car les extenseurs que nous considérons seront toujours dans
Vs et 6 sera donc fixé par les injections élémentaires associées, comme l’assure le
Lemme 6.1.5.

(c) Pour un extenseur & € Vg, par absoluité des codes des formules et du co-
dage de la notion de satisfaction d’'une formule par un ensemble, nous avons par
élémentarité

Jje((a, BItp(2)) = (Je(a), js(B)) tPUIt(V’g)(J'g(Z)),

car nous avons

(a,"¢ ™) €js((a, B tp(2))

«— @ formule de LTE Aa € <“’ng(a) A V;T](;gg = eljeg(a), 5,jg(z)]Ult(V’g).
Lemme 6.2.3. Soit 6 un cardinal fortement inaccessible. Les énoncés suivants sont
équivalents.

(1) & est Woodin;

(2) pour tout ordinal 3 et tout z € ~“Vg g, l'ensemble des cardinaux k < & qui

sont f3-reflétant dans z est non borné;

(3) pour tout z € <“Vs_, il existe un cardinal k < & qui est 1-reflétant dans z.

Démonstration. (1) = (2). Soient  un ordinal et z € <‘”V5+/5. Par le Lemme 6.1.2,
pour A= (6, 3)tp(2), il existe k < & arbitrairement grand, tel que pour tout a < &,
il existe un extenseur & € V5 avec Supp(&) dénombrablement clos, V, € Supp(&),
crit(6) =k et V,NA=V, N jg(A). Comme & est fortement inaccessible, nous avons
je(8) = & par le Lemme 6.1.5. Par conséquent, jg(A) = (6,(B)) tp V) (j(2)).
Ainsi pour w < a < 6, le fait que V, NA =V, N jo(A) signifie que

(@, B)tp(z) = (a, jo () """ (jo(2))-

Les extenseurs fournis par le Lemme 6.1.2 attestent donc du fait que x est 3-reflétant
dans z relativement a §.

(3) = (1). Supposons que § fortement inaccessible satisfait (3) et soit f : 6 — &
une fonction. Par (3), il existe k < § qui est 1-reflétant dans la suite (f ). Posons

a=max{x+1,sup{f(§)+1|& <«k}}. (6.7)
Nous avons a < & car & est régulier. Pour & < k, le fait que y = f (&) est exprimé par

un membre de 'ensemble (a, 1)tp({f)), car & et v sont dans V,. Choisissons alors
& € Vs un extenseur attestant pour a que k est 1-reflétant dans (f ). Nous avons

(&, Dtp((F)) = (@, e (1) tp ™ O ().
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Par conséquent, pour tout § < k, si f(&) = v, alors (jgf)(E) = y. Pour les § < k,
cela signifie par définition de a que

Uef)&) =7 =f(&) <a<js(k), (6.8)

ou la derniére inégalité découle du fait que V, € Supp(&). Et comme pour £ < k,
je(&) =&, nous avons

Je(f (8)) = UefIUe(8)) = (e f)(E) € je(k),

ce qui implique par élémentarité de j, que f (&) € k pour tout § < k. Par conséquent,
7’k CKk.

De plus pour & = k, (6.8) implique aussi que (jgf )(x) = f (k). Or par définition
de a, f(x) < a et donc V, € Supp(&) implique que

Vier)oe) = Vo € Supp(&) € Ul(V, ).

Nous avons donc montré que I'extenseur & attestant pour a défini par (6.7) que k
est 1-reflétant dans (f) atteste également pour f que & est Woodin. O

Lemme 6.2.4. Soient M et N des modéles intérieurs de ZFC dénombrablement clos.
Soient & fortement inaccessible et k < & tel que V.1 "M = V.1 N N. Soient f3 et 3/,
et deux suites finies x € <“Vs, g "M et x’ € ““Vs, g NN. Si

(x, B Py (x) = (x, B tpF (x"),

et si & € Vs atteste pour un certain a < 0 que k est f3-reflétant dans x relative-
ment a 6 dans M, alors Uultrapuissance externe bien fondée et dénombrablement close
Ult™(N, &) vérifie

V,NUIt™(N, &)=V, N M

et
(&, B) Y (x) = (a, N (BN pI MO (j¥(x").

Démonstration. Par les lemmes 4.3.4 et 4.4.3, comme M, N et Supp(&) sont dénom-
brablement clos, Ult**(N, &) est bien fondée et dénombrablement close. Et par le
Lemme 4.4.2, le fait que V, € Supp(&) implique que

V,NM =V, nUlt(M, &) = V, N UIt™*(N, &).

Supposons maintenant que pour une suite finie a € <“ (V,NUIt™ (N, &))) et une
formule ¢ du langage de la théorie des ensembles, nous avons

(@, € (a, j¥ (') tpI M€ (jN(x)).

Lélément (a,"¢™) de UIt™(N, &) est notamment représenté relativement a la suite
(a) € < Supp(&) par la fonction F € M NN, F : 'V_NN — V, donnée par F((r)) =
(r,"¢7) pour tout (r) € 'V, N N. Par le Théoréme de Lo, cette fonction posséde
la propriété que pour E({a))-presque tout {r) € 'V, NN, r € °¢(@Dy_n N. De plus,
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toujours par le Théoréme de Lo$, nous avons pour E({(a))-presque tout r € "0y n
N que
F({z))=(2,"¢™ € (x, ) tp§ (x).

Ainsi comme par hypothese, (x, 3) tpg” (x)=(x,B") tpg’ (x”), nous avons par le Théo-
réme de L.o$ que

(.79 = [{a), FI§ = [(@), FI¥ € (a,j5" (B)tpg (g (x))-

Or comme & atteste pour a que k est J-reflétant dans x relativement a 6 dans

M, (a, jM(B) T ™M OGM(x)) = (a, B)pM(x). Ainsi, (a,"¢™) € (a, ) pY(x).
L’autre inclusion est similaire. OJ

Lemme 6.2.5 (One-Step Lemma). Soient M et N des modéles intérieurs dénombra-
blement clos de ZFC. Soit & Woodin dans M et fortement inaccessible dans V. Soient
kK <8, m <36, B, B des ordinaux, et & < f3 un ordinal. Soient des suites finies
X,y € ““Vsie N M et x" € Vs, 5 N N. Soit ¢(v) une formule du langage de la
théorie des ensembles a une variable libre. Supposons que

(@ Vg NM =V ;NN

) (x,B)p¥(x) = (x, B)tpY (x');

(c) K est B-reflétant dans x relativement a 6 dans M ;

@ VsipNM = $[E].

Alors il existe & € Vs N M extenseur dans M, avec Supp(&) dénombrablement clos,
crit(&) = k, de sorte que pour lultrapuissance bien fondée et dénombrablement close
UIt™ (N, &), il existe de plus k* avec n < k* < § et Vioyy "M C Supp(&), £* avec
" <6+ jY(B) et jY (X)) € “Vspe NU™(N, &), et y* € “®V5, s NUL™(N, &),
vérifiant les propriétés suivantes

(@) Ve NU™(N,8) =V 1 NM;

") (5,8 mpy OGNy = (6, ) ()

(c*) x* est E*-reflétant dans jg’(x’)“y* relativement a § dans UIt**'(N, &) ;

(d) Vsringn N UIt™ (N, &) = ¢ [£7];

(e*) si y est une suite d’'ordinaux de longueur n, alors y* est une suite d’ordinaux

de longueur n définissable dans Vs, jn(gn N UIt™ (N, &) a partir de 5, j§ (x'), et
d’éléments de V1 N U™ (N, &).

N ———Ult™(N,8)> &’
J

&

Démonstration. Par le Lemme 6.2.3, il existe k* < § avec 1) < k* qui est &-reflétant
dans x”y dans M. Par (c), il existe & € Vs N M un extenseur attestant dans M pour
a = k" + 1 que k est B-reflétant dans x dans M. En utilisant (b), le Lemme 6.2.4
implique (a*) et le fait que

(" +1, ) tpM(x) = (x* + 1, i ¥ () tpU WOV (1)), (6.9)
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Appelons 7 = (x*, &) tpM(x " y), nous avons essentiellement T € V,«,; N M. Il appa-
rait notamment par (d), que Vs, g N M satisfait la formule suivante

v : vu (v est un ordinal Au € <“Vz , A1 = (x"v)tp(x"u)

A K™ est v-reflétant dans x "u A qb(v)).

En effet, comme & < f3, il suffit en effet de prendre u = y € ~“V;,z C ““Vj, 4 et
v =& € Vs, p. Le couple formé de la suite (7,x*) de parametres dans V.« et du
code de ) appartient donc a (x* + 1, 8) tp™(x). Ainsi par (6.9), il existe un ordinal
E* <5+ jY(B) et y* € Vs e NUIt™(N, &) de sorte que

(", )M NG () "y ) = 7 = (1%, ) tpM (x 7 y),
mais aussi que k¥ est £*-reflétant dans x " y™* et que
Vsijnen NURT(N, 6) = ¢ (E7).

Nous avons ainsi obtenu (b*), (¢*) et (d*). Pour voir (e*), il suffit de voir que si y est
une suite finie d’ordinaux, alors nous pouvons faire dire en plus a ¢ que u est une
suite d’ordinaux de longueur long(y) qui est la plus petite pour l'ordre lexicogra-
phique a vérifier les autres exigences de ). Le y™* résultant de cette modification de
1y, est alors une suite d’ordinaux de longueur long(y) définissable dans Vy +iNgn N

UIt™(N, &) & partir §, j¥ (x’), et de T et k* qui sont dans V,«,; NUL™(N,&). O

Notes. Hormis le Lemme 6.1.5 dont les arguments sont inspirés de la Proposition 5.7 du chapitre 1
de [Kan94], ce chapitre est basé sur [MS89].
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Chapitre

Détermination projective

Rien qui ne m’appartienne
sinon la paix du coeur
et la fraicheur de l'air

Kobayashi Issa

7.1 Construction de chaines alternées

Pour simplifier les notations lors de la manipulation de chaines alternées, nous
définissons pour tous entiers k,[ € w 'opération k—I = max{0, k — [}. Le prédéces-
seur immédiat de k + 1 pour 'ordre <, est k—1.

Nous commengons par montrer qu'un cas trés particulier du One-Step Lemma
assure que l'existence d’un cardinal de Woodin implique I’existence de chaines alter-
nées de longueur finie quelconque.

Théoreme 7.1.1. S’il existe un cardinal de Woodin, alors pour tout n > 0, n € w, il
existe une chaine alternée de longueur n+ 1.

Démonstration. Soient 6 un cardinal de Woodin et n > 0. Par le Lemme 6.2.3, il
existe ko < 6 qui est (n — 1)-reflétant dans la suite vide 0. Par induction, supposons
que pour k avec 0 < k < n nous avons une chaine alternée ((&,,, ) | m < k),
notons (M, j,,; | m =4, [ < k) son systéme canonique associé, et supposons aussi
que

() pour chaque m <k, &,, € Vs;

(ii); nous avons une suite d’ordinaux ky,...,K; avec k,, = crit(&,,) pour tous

m<ketsik>0, Ky =pPy_1;

(i (ko —k = 1) tp"(0) = (i, n — k — 1) tp™e-1(0) ;

(iv); K est (n — k — 1)-reflétant dans @ dans M.

Observons que cette hypothése d’induction est satisfaite pour k = 0 en prenant
Ko qui est (n — 1) reflétant dans 0.
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Cas intermédiaire. Si k < n — 1, nous appliquons le One-Step Lemma a M = M,
N=M:,k=K,N=K, =B =n—-k-1,E=n—-k—-2,x=y=x"=0et
pour la formule ¢ (v) donnée par « § + v est le plus grand ordinal ».

Soient alors &, k*, &%, y*, donnés par ce lemme. Nous avons kK, = 1 < k.
Comme par (), Vs n_x—1 N U™ (M-, 8) = ¢(&"), nous avons nécessairement
&*=n—k—2.Par (e"), nous avons y* = 0.

Nous posons &, = &, pix = K* et Ki41 = K*. Nous avons (i), et crit(&) = xy.
Ainsi, nous avons directement (ii);, ;. En outre, 'extenseur &, et l'ordinal p; sa-
tisfont les points (a;) a (e,) de la définition récursive d’arbre d’itérations (Défini-
tion 5.1.1). En particulier pour k > 0, px_1Kx < Kxy1 = p et donc les p,, pour
m < k + 1 sont croissants. Le systéme ((E,,, 0,,) | m < k + 1) est donc bien une
chaine alternée de longueur k + 1. Son systéme canonique associé est complété avec

. M-
etk =gt Mgz = Mgy = U™ (M2, 6;)

De plus, le One-step Lemma nous assure que (i), est vérifiée. Il nous assure égale-
ment par (b*) et (¢*) respectivement que (iii);,; et (iv),; sont vérifiées. Ainsi notre
hypothese d’induction est vérifiée pour k + 1.

Cas final. Si k =n — 1, nous choisissons E; € V5 attestant pour a = K, + 1 que k
est O-reflétant dans ) dans M;. Nous posons p; = K et nous avons

Jk—1k : Mg_q = M, = Ut™(M;_q, &).

Partant d’un cardinal (n — 1)-reflétant dans @, dont I’existence est assurée par le
Lemme 6.2.3, le One-Step Lemma permet ainsi de construire étape par étape une
chaine alternée de longueur n+ 1. O

Le théoreme précédent est loin d’utiliser les nombreux parametres du One-Step
Lemma. Nous montrons a présent comme tirer profit du parametre 7. Soit 6 un
cardinal de Woodin. Considérons le jeux ¥, suivant.

I: @ a ap_1 an
II: Ko (80, L0, K1) (En—2: Pn—2:Kn-1) (En—15Pn-1)

Le joueur I joue des ordinaux, le joueur II construit une chaine alternée pas a pas.
Nous avons de plus les regles suivantes devant étre vérifiées,

R1. pour chaque k <n, a; <90 ;

R2. pour chaque k < n, nous avons a; < Ky < 0, pPx = Ki41, Crit(8) = Ky, et le

systeme {(E,,, p;,) | m < k) est une chaine alternée de longueur k + 1.

R3. pp1 > a,.
Le premier joueur a désobéir a une regle perd et si les régles sont respectées le joueur
II gagne. Le résultat d’'une partie gagnée par II est une chaine alternée ((E, px) | k <
n) de longueur n + 1 avec crit(&}) > a; pour tout k < m.

Théoréme 7.1.2. S’il existe un cardinal de Woodin &, alors pour tout n € w le joueur
II posséde une stratégie gagnante dans %,,.
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Démonstration. La démonstration de ce théoréme est a quelques différences pres
identique a celle du Théoreme 7.1.1. Nous indiquons ces différences.

Pour le choix de k, nous utilisons de facon plus compléte le Lemme 6.2.3 qui
nous assure I'existence d’un k avec ay < Ko < 6 qui est (n — 1)-reflétant dans @.

Dans le cas intermédiaire, nous procédons de facon identique si ce n’est que nous
prenons 1) = a;; dans l'application du One-Step Lemma.

Dans le cas final, nous choisissons &,_; qui atteste pour a = a,, + 2 que k,_; est
O-reflétant dans @) dans M,,_; et nous posons p,_; = a, + 1. O

7.2 L’homogénéité de T*

Nous montrons dans cette section que sous certaines hypothéses, 'homogénéité
d’un arbre T implique '’homogénéité de 'arbre T* défini a la section 3.4.

Notre premiere tiche est de montrer que le One-Step Lemma permet en fait
de construire des chaines alternées de longueur w. Dans la section précédente,
notre utilisation de ce lemme semble indiquer que la condition £ < 8 s’oppose a
la construction de chaines alternées infinies. Toutefois, le lemme suivant va nous
permettre de contourner cet obstacle.

Lemme 7.2.1. Soit & un cardinal fortement inaccessible. Pour tout cardinal A > 6, il
existe trois cardinaux A < ¢y < ¢ < ¢y vérifiant les propriétés suivantes :
(1) cq, cq et cy sont des cardinaux fortement limites de cofinalité strictement supé-
rieure a 6.
(2) ¢ et ¢, satisfont dans V., les mémes formules a paramétres dans V., Le.

(A +1,0)tp,, (o) = (A +1,0)tp, (c1)-

Démonstration. Observons pour commencer que la classe des cardinaux fortement
limites de cofinalité strictement supérieure a & est une classe propre. Rappelons que
la fonctionnelle 3 est définie par Jy = Rg, D41 = 27% et J, = an 1, pour y limite.
Alors, pour tout ordinal a, le cardinal 3, 5+ est fortement limite et de cofinalité 5.

Notons alors Z la classe propre des cardinaux strictement supérieurs a A qui sont
fortement limites et de cofinalité strictement supérieur a 6. Choisissons ¢, comme le
|V,1+2|+éme membre de Z. Or il n’y a que |V;L+2| différents (A +1,0) tp, possibles, et
il existe donc ¢y < ¢; < ¢, dans Z vérifiant dans V;, les mémes formules a parametres
dans V1. 0O

Pour 6 < A, l'intérét des cardinaux < ¢y < ¢; < ¢, fournis par le lemme précédent
réside dans les propriétés suivantes.

P1 la condition (1) nous assure par le Lemme 6.1.5 que ¢y, ¢; et ¢y
sont fixés par toute injection élémentaire associée a un extenseur
dans Vs.

P2 Sik < § est co-reflétant dans un z € =V, 4, alors V,, satisfait « k
est cy-reflétant dans z » et par (2), k est c;-reflétant dans z.
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P3 Pour a < §, siz € ~“V, ., alors
(a,co) tps(2) = (@, c1) tps(2).

Nous reprenons a présent les notations de la section 3.4. Soit 6 un cardinal de
Woodin. Soit T un arbre 5*-homogeéne sur Y X A avec A un cardinal strictement
supérieur a 6. Soient ¢y < ¢; < ¢y donnés par le Lemme 7.2.1. Pour tout cardinal
K < &, nous considérons le jeu gqg suivant.

I: (mOJ "70; aO) (m17 nl:al)
II: (gojpo,ﬂf),gl,Pl,ﬁl) (g21p21n/1>g35p37/32)
eyt

M, =Ul(V, &) M; = Ult™ (M, &,)

jg/)
\%
X

Le joueur I joue a chaque tour un naturel m et deux ordinaux 7 et a. Le joueur
II construit pas a pas une chaine alternée, il joue de plus a chaque tour des ordinaux
n’ et B. Le premier joueur qui désobéit a une des régles suivantes perd. Si les régles
sont respectées, alors II gagne. Les régles consistent a vérifier les conditions suivantes
pour chaque n € w

R1. 6, = ((&,px) | k < n) est une chaine alternée de longueur n + 1 et chaque

8, €Vs.

Tant que la régle R1. est respectée, nous désignons par (M, ji; | k =24 I < n) le
systéme canonique associé a 6,.

R2. p,_1 =crité,;

R3. pyp_1<a,<0,avec p_; =K;

R4. a, < pan < Pant1s

R5. Bni1 <Jonzn+2(Br), avec By =cp;
R6. notons t, = (jox 2n-2(Nk) | k <n), alors

MOZ

Mz = UlteXt(‘/, (ga]_) M4 - UlteXt(Mz, gg)

.My
Jeg

((my | k< n),tpi1) € Jo2n(T);
R7. notons r,, = {jox11,2,21(M3) | k < n), alors
({my | k <), 7011) € jo2n11 (T

R8. 7, est définissable dans V. MMy, a partir d’éléments de (V,,, 1 NMy,41)U
{6,J0,2n41(T), o}
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Remarque 7.2.2. En fait, nous nous intéressons exclusivement a une stratégie ga-
gnante pour II face a une facon de jouer particuliére de I. I'idée est que I se donne
une branche maximale de (s, t) de T. Il commence alors par jouer (s(0), t(0)) ainsi
qu'un a, > k. Ensuite, prenant en compte les coups de I1, il joue t(k), Ny = jo 21 (t(k))
et un ordinal py;,_; < a < §. Jouant ainsi, I s’assure de respecter les regles qui lui
sont imposées. En effet, R3. est respectée et comme

tn = (ak2n=2 © Jo 2k (t(k)) | k < n) = jo on=a(tn),
nous avons par élémentarité de jg o, que
(sIn+1,tn41) € joon(T) <= joon(sin+1,tIn+1) € joo(T) <= (sln+1,tIn+1) €T,

et donc R6. est vérifiée. Le role des a; est simplement de forcer la croissance des
points critiques de la chaine alternée que doit construire II. Nous disons que I joue
pour (s, t) s'il joue de la facon que nous venons de décrire.

Supposons maintenant que II gagne une partie du jeu %g ou I joue pour une
branche (x,f) de T.

Le joueur IT a dii d’'une part construire une chaine alternée € = ((&,, p,) | n € w)
de longueur 2long(x). Si la branche (x, f) est infinie, alors la chaine alternée %
possede deux branches infinies Pair = {2n | n € w} et Imp = {2n+1 | n € w}, et
les ultrapuissances Mp,;; et My, associées. D’autre part, il a joué des ordinaux (5 et
1’ en nombre long(x). Le role des 3 est d’assurer que lorsque x € p[T], alors Mp,;,
est mal fondée. Nous verrons par la suite que les 0" assurent dans un certain sens
que My, est mal fondée lorsque x ¢ p[T]. L'idée est que si x ¢ p[T], alors 'arbre
T(x)={t € =“A | (x[long(t),t) € T} est bien fondé. Ainsi, tant qu’ils sont définis,
le rang dans T(x) des r,, décroit. De plus, la régle R8. contraint II a jouer ses ’ dans
un sous-ensemble de V, qui possede une cardinalité inférieure a 6.

Lemme 7.2.3. Si 6 est un cardinal de Woodin et T est un arbre sur w X A, alors
Uensemble des k < & tels que II posséde une stratégie gagnante dans %KT est non borné.

Démonstration. L'arbre T sur w X A appartient a V;,, ou A < ¢y < ¢; < ¢, sont donnés
par le Lemme 7.2.1. Par le Lemme 6.2.3, 'ensemble des k < & qui sont (¢, + 1)-
reflétant dans (T) est non borné. Pour un tel x, nous construisons une stratégie
gagnante T pour II dans %KT .

Hypothéses d’induction. Nous supposons par induction que T est définie sur
toutes les positions de longueur strictement inférieure a 2n. Nous supposons éga-
lement par induction que

(P2n—1,Bn + 1)tP15V[2" (Go,2n (TN " J2nz2,20(tn))
=(P2n-1,c0 + 1)tPi3V12";1 (Uo2n=1(TN ")

Pan—1 est (B, + 1)-reflétant dans (j 5,(T)) " jon=2,2n(t,) relativement
a 6 dans M,,,.

(CF

()
Notons que (), et (%), sont vérifiée pour p_; = k et By = ¢g.
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Supposons que I joue (m,,n,,a,) en respectant les régles qui le concernent, a
savoir R3 et R6. Ainsi, py,_1 < @, < 6 et t, i1 = jonz90,(tn) " (n,) vérifie t,; €
Jo.2n(T). Nous décrivons en deux étapes ce que doit jouer II selon T pour son ntme
tour.

(mn’ nn’ an)
/ \
(Ganz2, Ponz2:M) 15 6on1:P2n=1:80)  (Eans P2ns Miys Eani 15 P20t 1> Bt 1)
-1

. _ .My
Jon-1,2n+1 gy,

My, My, 1 = Ult™ (My,, 21, 85,) D oy

Eon € My, - g My, 5 = U™ (My,, €511)
]2n,2n+2:.7g2n+1

1%¢ étape. Nous commencons par décrire le &, le p,, et le 7, que doit jouer
II. Par nos hypothéses d’inductions, nous pouvons appliquer le One-Step Lemma a
M = My, et N = My,-1, K = Pop_1, ) = A, B = B+ 1, ﬁ/:CO+1, & = B
% = Goon(T) " Janzg.on(tads ¥ = (1), X' = ion21(T) "1, et & §(v), la formule
disant « 6 + v est le plus grand ordinal ». En effet, (a) est vérifiée car R1 a été suivie,
(b) et (c) sont respectivement assurée par (), et (%), et (d) découle du choix de
Beté.

Soient & € Vg, k*, £ et y* fournis par le One-Step Lemma. Par (e*), y* est une
suite de longueur 1 et par (d*) nous avons £* = ¢;. Nous convenons que 7 dicte a II
de commencer son n®™ tour en jouant

60211:8: P2an :K*’ et (ﬂ;) :.y*
Nous avons bien une chaine alternée et crit(&,,) = p,,—; donc R1 et R2 sont res-
pectées. Aussi, comme a, =1 < k* = p,,, R4 est suivie. En outre, du fait de notre
choix pour p,,_;, nous avons par (b*) et (c¢*) que

Mo, . ~
(pZm Co)tP5 2l ((JO,ZnJrl(T)) rn+1)

(*);1 Moy, () -
= (pZn: ﬁn)tpg ((JO,Zn(T» tn-i-l);
G, Pan—1 est cy-reflétant dans (jo 5,41(T)) " 14y relativement a 6
n

dans My, 1.
11 découle de (*)/, et du fait que I a suivi R6 jusque ici, que

((my | k < n),1p41) € Jo2n41(T),

et donc R7 est respectée. Finalement, le point (¢*) du One-Step Lemma nous as-
sure que (n;) = y* est définissable dans V, ;1 N My, & partir d’éléments de &,
(Jo,2n41(T)) " jan=1,2n4+1(r) et d’éléments de V,,, 1 N My,,;. Or R8 a été suivie jus-
qu'a maintenant, et donc jj,-1 9,41(r,) est définissable dans V., N My, & partir
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d’éléments de (V,, NMy,41) U {8, jo2n4+1(T), o} Ainsi en jouant (n5,) =¥, II res-
pecte la régle R8.

Nous avons utilisé sans la mentionner la propriété P1 des cardinaux ¢y < ¢; < ¢y
fournis par le Lemme 7.2.1. Le fait qu'ils jouissent également des propriété P2 et P3
nous assure que ()’ et ()’ impliquent respectivement

My, . —
(P2n>c1)tps " ((o2n+1(T)) " Tny1)
= (pan B > (Goan(T)) trin);

Pan—1 est cy-reflétant dans (jo o,41(T)) " 141 relativement a 6
dans My, 1.

M
(**);’

Pour () remarquer que nous avons bien que la suite (jo 5,41(T)) 1,1 appartient
a <°’Vjo,2n+l( A)+1> car T est un arbre sur w X A, ainsi P3 s’applique. De la méme facon,
(#+)” découle de P2.

2°me étape. Nous décrivons a présent le &, 1, le P41 €t le B, que doit jouer
II. Nous sommes en mesure d’appliquer une nouvelle fois le One-Step Lemma a
M = Mju1, N = My, K = Pop, M = Pon, B = 1, ﬁ/:ﬁn: E=c+1 x=
(Jo2nt1(T) g1, ¥ =0, x" = (jo2n(T)) " tny1, et & ¢(v) la formule « v est un
ordinal successeur et Aw(6 + v = w) ». En effet, (a) est vérifiée par le respect de R1
lors de la premiére partie du coup II que nous avons décrite. Les conditions (¥) et
(xx)" assure respectivement que (b) et (¢) sont vérifiées. La condition (d) est remplie
carf =cg+1l<cyetd+cyg+1=cy+1.

Soient &, k¥, £*, et y* fournis par le One-Step Lemma. Nous avons par (dx)
que &* est un ordinal successeur tel que & +&* < & + jy,2n42(f’) et done £* <
Jon2n+2(B"). Nous avons par (e*) que y* = 0.

Convenons que 7 dicte a I de terminer son n*™ tour en jouant

Emi1=6, Panr1 =K, et P +1=E&"

Comme précédemment, R1 est satisfaite, i.e. nous avons bien une chaine alternée.
Par définition crit(&,,,1) = Kk = P2y, donc R2. est vérifiée. Comme p,, =1 < k* =
Pant1, le coup de II suit R4. Puisque By1 < &* < jonant2(B") = jan2nt2(Bn), nous
respectons R5. Ainsi toutes les regles sont respectées. En outre, par (b*) et (¢*) du
One-Step Lemma, nos hypotheses d’induction (), et (%), sont vérifiées pour
n+1. O

Théoréme 7.2.4. S'il existe un cardinal de Woodin 5, et si T est un arbre 5 *-homogeéne
sur w X A, alors “w — p[T] posséde une représentation arborescente.

Démonstration. Par le Lemme 7.2.3, il existe k < & tel que le joueur II posséde
une stratégie gagnante dans quT . Pour un tel k, nous considérons une stratégie
gagnante pour le joueur II. Rappelons que comme T est homogene, nous avons en
particulier que pour tout s € <“w, I'ensemble T, = {t € <“A | (s,t) € T} est non
vide. Pour tout (s,t) € T, nous considérons le début de partie de %KT suivant. Le
joueur II suit 7. Le joueur I, tenant compte du jeu de II, joue pour (s, t). Il joue donc
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my = s(k), N = joax(t(k)), et ay = por—; déja joué par II. Nous notons pour tout
(s,t)eT:

6(s,t) = ((&(s, 1), prls, 1)) | k < 2long(s))
(ri(s,t) | k <long(s)) et (Bi(s,t)|k <long(s))

la chaine alternée et les deux suites d’ordinaux résultant de ce début de partie.
Nous notons (My(s, t), ji (s, t) | k 24 | < 2long(s)) le systéme canonique associé a
€ (s, t).

Soit (U, | s € <“w) attestant la 6" -homogénéité de T. Pour s € <“w, observons
le fait suivant. L'application t € T, — %6(s,t) € V5 a un codomaine de cardinalité &
car § est en particulier fortement inaccessible. Or U, est une mesure & -compléte
sur T, et comme

T,=Jlte T 14(ts)=x},
xed
il découle de la propriété duale de la complétude d’un ultrafiltre (1.2.4) qu’il existe
x € Vs tel que 46 (s,t) = x U-presque partout. De plus, par R8, les r(s, t) sont dé-
finissables dans Ve, a partir d’éléments de V5 U {5, ¢y, T}. Ainsi, de la méme facon,
t € T, — r(s, t) est constante U,-presque partout. Nous notons pour tout s € ~“w,
% (s) et (r.(s) | k < long(s)) ces valeurs constantes et désignons par X, € U, un
ensemble sur lequel ces valeurs sont toujours atteintes. Observons que par compati-
bilité des U;, pour toutes suites s;,s, € ~“w avec s; C s, NOUS avons

6 (s1) = 6(sy)I2long(s;) et (ri(sy) |k <long(sy)) = (ri(s2) | k <long(sy)).
Nous notons pour tout s € ~“w
(M (s), jic (s) | k 2T < 2long(s))

le systéme canonique associé a € (s).
Nous montrons que le systeme formé des branches paires des chaines alternées

(leong(sl)(sl)ajzlong(sl),Zlong(sz)(sz) | $1,52 € ““w Asq c 82)

est une représentation arborescente pour “w — p[T]. Il nous reste a montrer la
propriété (c) de la définition 3.4.3.

Pour x € “w, notons € = ((&,,p,) | n € w) la chaine alternée de longueur w
telle que 6 12n = €(x[n). Notons (M,,, j,, , | m 2, n € w) son systéme canonique
associé. Nous montrons les deux faits suivants

1. x € p[T] = Mp,;, mal fondée et 2.x ¢& p[T] = Mp,; bien fondée.

1. Supposons donc que x € p[T]. Considérons la suite (X,}, | n € w), ol
Xy € Uy, réalise la valeur constante 6 (x[n). Il existe par le Lemme 3.1.3 une
fonction f : w — A telle que f [n € X, pour tout n € w. Pour tout n € w, posons
B, = B.(xIn, f [n). Par la regle R5, et comme

j2n,2n+2 = j2n,2n+2(x In) = jZn,2n+2(X In, f In),
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nous avons
Bri1 < Jan2nt+2(Bn)-

Par conséquent, la suite (jy, p,i:(,) | n € w) est descendante dans Mp,;,. La limite
directe Mp,;, est donc mal fondée.

2. Supposons maintenant que x ¢ p[T]. Notons pour tout n € w r, = r,(x[n).
Par la régle R7, 1,11 € jo2,+1(T) pour tout n € w. Or l'arbre T(x) = {t € ““A |
(xIt,t) € T} est bien fondé. Posons donc pour tout n € w

Yn= rangj0’2n+l(T)(rn+1)-

Comme jony1,2n+3(Tns1) & Ty, NOUS QVONS Jony 1 20+3(Yn) < Yni1- Par conséquent,
la suite &,,.1 = y,, nous assure par le Lemme 5.2.3 que Mp,;, est bien fondée. O

Théoréme 7.2.5. Si § est un cardinal de Woodin et si T est un arbre 5-homogéne
sur w X A, alors Uarbre T* défini a partir de T avant le Lemme 3.4.1 est a-homogeéne
pour tout a < 4.

Démonstration. Soit (U, | s € <“w) attestant que T est 6"-homogeéne. Pour tout
a < 0, il existe par le Lemme 7.2.3 un a < k < § tel que IT posséde une stratégie
gagnante dans %KT . Pour un tel k et une stratégie gagnante 7 pour II dans %KT , hous
notons comme dans le Théoréme 7.2.4,

6 (s) = ((6k(s), pi(s)) | k < 21ong(s))

la chaine alternée résultant des coups de II prévus par T pour U,-presque toute partie
ou I a joué pour (s, t) € T. Nous notons son systéme canonique associé

(M;,(5), Jm,n(s) | m 24 n < 21ong(s)).
Pour tout (s, t) € T, nous considérons également la suite
(Br(s, ) | k <long(s))

des f3 joués par II selon T quand I joue pour (s, t).
Pour toute suite s € ““w et tout k < long(s), nous définissons une fonction
F} : Ty — ON par

F.(t) = Bi(slk,t), pour tout t € Ty,

et notons e, (s) = [Fsk]Usrk l'ordinal représenté par F; dans Ult(V, Uy ). Nous allons
considérer les ordinaux e, (s) comme des membres de My, (s). Pour tout s € ~“w,
nous définissons alors a la maniére du Lemme 5.2.1 (2), un ultrafiltre U} par

Xe Us* A <j2k,210ng(s)(5)(ek(s)) | k < long(s)) € jO,Zlong(s)(S)(X)'

Nous allons montrer que pour chaque s € ~“w, nous avons T, € U] et que U est
donc essentiellement un ultrafiltre sur T,". Mais observons d’abord que chaque U est
k-complet, car par les regle R2 et R4 du jeu %KT , tous les points critiques de chaque
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Jo,n(s) est supérieur a x. Par conséquent, chaque U est a-complet. De plus, les U}
sont compatibles car pour tout s; C s,, nous avons

{f | f NOHg(Sﬂ EX} € U:; ‘_’<j2k,210ng(52)(52)(ek(sz)) | k< long(sl)) € j0,210ng(sz)(52)(X)
‘_’<j2k,210ng(sl)(52)(ek(sz)) | k< 10ng(51)> € j0,210ng(sl)(52)(X)
‘_’(jzk,zlong(sl)(sl)(ek(sl)) | k< long(sl)> € j0,210ng(s1)(51)(X)

<—>XeU5*1.

En outre, par le Théoreme 7.2.4, si x € “w — p[T], alors la limite directe Mpy;.(x)
le long de la branche paire de la chaine alternée | J, ., € (xn) est bien fondée. Par
le Lemme 5.2.1, I'ultrapuissance Ult(V, %) du systéme inductif d’ultrafiltres % =
(U n | n € w) est donc également bien fondée. Ainsi,

x€p[T*] — x€®w-p[T] — Ul(V, %) bien fondée.

Nous représentons les suites d’injections élémentaires en jeu de la fagcon suivante.

e

UV, U%) — 2 - UR(V,US,) e IV, %))

v v v
e1(s) € My(s) P es(s) € My(s) e Mp,ir(x)
My=V ——— Ult(V, U;;) ———— Ult(V, Uy),) R Ult(V, %,)

1,1 112

Comme annoncé, il nous reste & montrer que pour tout s € <~“w, nous avons
bien T;" € U;. Fixons donc une suite s € ~“w arbitraire et allégeons nos notations en
convenant que ex(s) = ey et j,, ,(s) = j,, ,. Notons de plus pour tous m < n < long(s)
imn : ULt(V, Ugy,) — ULL(V, Ugy,) les injections élémentaires associées a I'arbre 5%-
homogéne T.

Nous devons montrer par définition de T* que

{u e ON | Vk(k+1 <long(s) = u(k +1) < ijx41(2(k))) } € U
Ce qui est équivalent par définition de U] a
Vk +1 < long(s) (j2k+2,210ng(s)(ek+1) < (Jo,21ong(s) (K k+1)) (jzk,210ng(s)(ek))) -
Fixons alors k + 1 < long(s). Nous devons voir que

j2k+2,210ng(s)(ek+1) < (jO,Zlong(s)(ik,k-i-l))(jzk,Zlong(s)(ek))-

Ceci équivaut, par élémentarité de jori2 21ong(s)> @
exr1 < (Jo2k+2(li k1)) Gk 2k+2(ex))-
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Or le Lemme 5.3.1 s’applique a Uy et Uspi1, P = Tsprastk - Lstkr1 — Tspeo £
tIk, et la chaine alternée % (s). En effet, Uy et Ugyqq sont §*-complets, €(s) € Vs
et p = T spk41 Satisfait les hypotheéses du Lemme 5.3.1 par compatibilité des Us.
La derniere assertion de (1) du Lemme 5.3.1, nous assure donc que jg gx12(ig k+1) =
i k+1 0k (Moy42). Ainsi ce que nous devons montrer se réduit a

er+1 < k1 (ak 2k+2(ex))-

Par ailleurs, la regle R5 du jeu %KT atteste que By 1(s,t) < jox 2k+2(Bk(s, t)) pour
tout t € T, et donc

Brr1(sTk +1,t) < jor ak+2(Br(sTk, t[k)) pour tout t € Typyq.

Ainsi par définition des F;, nous avons

Fp 1 (t) < jor o2 (F(t1k))  pour tout t € Ty,
ce qui équivaut a
[Fe i1 )u e < ks (Uak 2k42 © F;i]uﬁk)-

Par l'isomorphisme f, défini dans la démonstration du Lemme 5.3.1, nous avons

Lk 2k+2 © Frluy, = Larake2(FR) © Jo k2] v,

— I3 5\ Mak+2
- [Jzk’2k+2(Fk)]jo,2k+2(Usrk)

. .M
= ok (k2642 ([Fg © Jo 2t o i)

= io,k(jZk,2k+2)([F£]Usm)

ol Jor 2+2(F}) * Jo2k+2(Tspi) = Mojr2, Jo,2k+2(%) = (o 2k+2(F3)) ().
Ainsi, en utilisant aussi la définition des e;, nous avons

er+1 < Ik k41 (io,k(jzk,2k+2)(€k))-

Or par le point (2) du Lemme 5.3.1 i (jok 2k+2) [ON = jok 2k4+2ON, et nous avons
donc finalement
exr1 < i1 (Jok,2x42(e))-

« Puisque ceci est justement ce que nous essayons de montrer, la démonstration est
compleéte » ! O

7.3 Le théoréeme

Nous énoncons a présent le théoréme principal de I'article [MS89]. Au sujet de
la démonstration de ce résultat, Martin et Steel nous disent le fait suivant.

1. «Since this is just what we are trying to show, the proof is complete », [MS89] pp. 115, 125.
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There is a theorem simpler than the Main Theorem, giving that T* is
under certain condition n-homogenous for certain 7. In §5 we shall first
present the proof of this simpler theorem, since all ideas needed for the
Main Theorem’s proof appear in a more easily digested form in the proof
of the simpler theorem. [MS89], p. 89.

Ce théoréme plus simple est précisément notre Théoréeme 7.2.5. Nous nous conten-
tons donc d’énoncer le théoreme principal et d’en conclure le corollaire qui s'impose.

Théoréme 7.3.1 (Martin et Steel). Si § est un cardinal de Woodin et si T est un arbre
51-homogéne sur (w X w) x A, alors Uarbre T défini a partir de T avant le Lemme 3.4.2
est a-homogeéne pour tout a < 0.

Corollaire 7.3.2. Pour tout n € w, sil existe n cardinaux de Woodin et un cardinal
mesurable au dessus d’eux, alors les ensembles Hrll 41 sont déterminés.

Démonstration. Soient §; < 6, < ... < §, des cardinaux de Woodin et u > §,, un
cardinal mesurable. Désignons w par . Pour chaque i < n, choisissons un cardinal
a; avec 6; < a; < 0;,1 et nous posons a, = u. Par induction sur 0 < i < n, nous
montrons que tout ensemble 1'[1.1 1 est a,_;-homogenement Souslin.

Base de linduction. Par le Théoreme 3.2.1, tout ensemble 1'[% est u-homogeénement
Souslin, et u = a,_g = a,.-

Etape d’induction. Supposons pour 0 < i < n que tout ensemble Hi1+1 est a,_;-
homogénement Souslin et soit A € “w un ensemble l'[l.1 4o+ 1l existe un l'[l.1 1 B S
“w x ®w avec A= {x | Vy(x,y) ¢ B}. Par hypothese d’induction, il existe un arbre
a,_;-homogene T sur (w X w) X A, assurant que B est a,,_;-homogénement Souslin.
Par le Théoréme 7.3.1, larbre T défini & partir de T est an—(i+1)-homogene. Par le
Lemme 3.4.2, p[T] = A et par conséquent A est a—(i+1)-homogenement Souslin.

Etape finale. Pour i = n, nous avons que les ensembles 1'[,11 41 sont ag-homogenement
Souslin. Par le Théoréme 3.3.1, ils sont déterminés. O

Martin et Steel nous font remarquer que la combinaison du Théoréme 3.3.1 et
de leur théoréme principal avec un résultat de H. Woodin permet d’obtenir la déter-
mination de L(R) ot R = “w.

Théoreme 7.3.3 (Woodin). Supposons qu’il existe une infinité de cardinaux de Woodin
et un cardinal mesurable au-dessus d’eux. Alors tout ensemble de réels dans L(R) est de
la forme {x | Vy(x,y) & p[T]} pour un arbre 5*-homogéne sur («w X w) X Z pour un
ensemble Z et un cardinal de Woodin &.

Démonstration. Voir [Woo88], ou [Kan94] p. 464. O

Corollaire 7.3.4. S’il existe une infinité de cardinaux de Woodin avec un mesurable
au-dessus d’eux, alors tout ensemble de réels dans L(R) est déterminé, i.e. Uaxiome de
détermination est satisfait dans L(R).

Démonstration. Toute stratégie est codée par un réel qui appartient donc a L(R). De
plus, la propriété d’étre une stratégie gagnante pour un jeu G(w,X) pour X € L(R)
est absolue pour L(R). O
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Notes. Ce chapitre est exclusivement basé sur [MS89].
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Conclusion

Il est temps de mettre un point final a ce travail. Toutefois, le terme conclusion
ne me semble pas convenir a ce paragraphe final. Si les arguments mathématiques
s'imposent par leur précision, la nature des objets qu’ils évoquent affirme son carac-
tére insaisissable. La richesse et la précision du langage de la théorie des ensembles
font de ce fragment du langage naturel un cadre fascinant. L'acceptation de I'incom-
plétude de nos hypotheses sur I'univers des ensembles me renvoie a I'idée de faire
face a notre condition humaine. La démarche d’exploration des facons de compléter
notre vision de cet objet mathématique par excellence me renvoie a I'idée de faire
progresser ce que nous sommes.
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Annexe

Détermination

A.1 Jeux de Gale-Stewart

Soit A un ensemble non vide et X € “A. Le jeu de Gale-Stewart G(A,X) est un
jeu infini a deux joueurs, a information parfaite. A tour de role, les deux joueurs I
et IT choisissent, en commengant par I, des éléments de A. Le jeu a une durée infinie
w.

ENVANVAN

Une partie est donc une suite a = (ay, a;,as,...) € “A. Le joueur I gagne la partie
a si et seulement si a € A. Réciproquement, II gagne la partie a si et seulement si I
ne gagne pas, i.e. sia € X.

Une stratégie gagnante pour I est une fonction f : <“A — A telle que si x € “A
vérifie x,,, = f(x[2n) pour tout n € w, alors x € X. Une stratégie gagnante pour [
est définie de facon similaire. I'existence d’une stratégie gagnante pour I peut étre
vue comme la formule infinie

II:

(1’[ = HXOVX]_H.sz.XS e E|x2an2n+1 N (x(), X1, .) eX.

De la méme facon, I'existence d’'une stratégie gagnante pour II correspond a la for-
mule

‘1)11 = VXOHX]_VXzan . VXZYIEIXZTH-]. .. (XO, X5 .) ¢X.

Le jeu G(A,X) est déterminé s'il existe une stratégie gagnante pour 'un des deux
joueurs. Le jeu est donc déterminé si la « formule » ®; vV ®; est vraie. Cette formule
est un analogue infini de la combinaison d’une des loi de De Morgan et de la loi du
tiers exclu.
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Annexe A. Détermination

A.2 Lespace topologique des suites infinies

Etant donné un ensemble non vide A, mettons sur A la topologie discréte, puis
sur “A la topologie produit dont les ouverts de base sont les ensembles de la forme
{x € ®A|s C x} pour s € <“A. Cet espace topologique est un espace Polonais, c’est-
a-dire qu’il est complétement métrisable et si A est dénombrable il est séparable. Il est
de plus zéro-dimensionnel, car les ouverts de base sont également fermés. Lexemple
qui nous intéresse tout particulierement est celui ot A = w. L'espace topologique “ w
est appelé I'espace de Baire. Il est homéomorphe a I'espace topologique des nombres
irrationnels munis de la topologie induite de la topologie usuelle sur les réels. De
plus, par un théoréme de Alexandrov et Urysohn (voir [Kec95] p.37) lespace de
Baire est a homéomorphisme prés 'unique espace Polonais zéro-dimensionnel dont
tous les compacts sont d’intérieur vide.

Gale et Stewart ont montré en 1953 le premier résultat de détermination au sujet
des jeux qui portent leur nom. Ce résultat est un théoréme de ZFC, il est d’ailleurs
équivalent dans ZF a I'axiome du choix.

Théoréme A.2.1 (Gale et Stewart, 1953). Soit X C “A un ensemble fermé. Alors le
jeu G(A,X) est déterminé.

Démonstration. Voir [Kec95], p. 138. O

Ces deux auteurs ont montré dans le méme article que I'axiome du choix im-
plique I'existence d’'un ensemble non déterminé. Au sujet de cette preuve, Y.N. Mo-
schovakis fait la remarque suivante dans [Mos09] p.222.

The proof of course depends on a blatant application of the axiom of
choice. No one has been able to prove without the axiom of choice that
there exist non determined games on w or 2 ; neither has anyone defined
a specific set A € “2 or A € “w and then proved in ZFC that A is not
determined.

Ensuite, un sous-ensemble d’'un espace topologique est borélien si par définition,
il appartient a la cloture par complémentation et union dénombrable des ensembles
fermés. Donald A. Martin montre en 1975 que ZFC implique la détermination des
ensembles boréliens.

Théoréme A.2.2 (Martin, 1975). Soit X C “A un ensemble borélien. Alors G(w,X)
est déterminé.

Démonstration. Voir [Kec95], p. 140. O

L'importance de la détermination vient principalement du fait qu’elle implique
des propriétés de régularités. De maniére générale, nous avons le résultat suivant
dans ZE

Théoréme A.2.3 (Mycielski-Swierczkowski ; Mazur, Banach ; Davis). Supposons AD,
i.e. pour tout ensemble de réels X C “w le jeu G(w,X) est déterminé. Alors tout en-
semble de réels est Lebesgue mesurable, posséde la propriété de Baire, et posséde la
propriété de Uensemble parfait.

100



Démonstration. Voir [Kan94] p. 377, [Jec03] p.629. O

Une analyse de la démonstration de ce résultat permet de voir que la posses-
sion de ces propriétés de régularité par les boréliens sont une conséquence de la
détermination de cette classe d’ensemble (voir [Kec95] p.149).

Les ensembles boréliens ne sont pas les seuls ensembles définissables d’'un espace
topologique. Au dela des boréliens, nous avons les ensembles projectifs qui forment
la cloture par image de fonction continue et complémentation des ensembles fermés.
Les ensembles projectifs admettent une hiérarchie de hauteur w. Nous définissons
simultanément pour tout produit fini X = (“w) les classes d’ensembles suivantes.
La classe l'[(l) désigne les fermés de X, ensuite par récurrence sur n € w

T = {pA|Aem(X x“w)}
m,, = {x-A|Aex, ()}
Al = mI'nx!

ou H}I(X ), erll(X ), A}I(X ) dénotent respectivement la classe des sous-ensembles Hrll,
2711, A}1 de X et pA = {x € X | Ay(x,y) € A}. Les ensembles de la classe Z}% sont
appelés analytiques et ceux de la classe H% sont appelés co-analytiques. Les boré-
liens de I'espace de Baire sont exactement les ensembles appartenant a A%(“’w)
(voir [Kec95] p. 88).

Le théoréeme suivant montre dans un certain sens que le Théoréme A.2.2 est
optimal dans le cadre de la théorie ZFC, dans la mesure ou la détermination des
ensembles 2}% est déja équivalente a une hypothese de grand cardinal.

Théoreme A.2.4. La détermination de tous les ensembles de réels Z}% est équivalente a
Uénoncé : pour tout réel a € “w a’ existe.

Démonstration. La preuve de la détermination analytique est due a D. A Martin,
voir [Mar70]. La nécessité de I'existence des a® est un résultat de Harrington, voir
[Har78]. O

Par ailleurs, une analyse de la démonstration du Théoréme A.2.3 méne au résul-
tat suivant.

Théoreme A.2.5 (Kechris, Martin). La détermination de tous les ensembles de réels
1'1,11 implique que tout ensemble Zrll 41 est Lebesgue mesurable, possede la propriété de
Baire, et posséde la propriété de Uensemble parfait.

Démonstration. Voir [Kan94] p. 380. O
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Annexe

Enumerer les suites finies d’entiers

Aux sections 3.2 et 3.4, nous utilisons une énumération des suites finies d’entiers.
Dans chaque cas, nous avons d'une énumération possédant une propriété particu-
liere. Nous montrons qu'’il existe une énumération {u, | n € w} de 'ensemble ~“w
des suites finies de nombres naturels satisfaisant les deux propriétés suivantes :

a) pour tout n € w, long(u,) <n;

b) pour tous m,n € w,

Up Fu, —mm<n.

Une telle énumération peut par exemple se construire comme suit. Soit {p,, | n €
w} ’énumération croissante de tous les nombres premiers. Définissons ¢ : ~“w — w
par

(@) =0

n

i+1

e(ag,..-,a,) =l_[p? .
i=0

Cette fonction est injective. Elle vérifie de plus long(s) < ¢(s) pour toute suite s €
<®w et p(s) < p(t) pour toutes suites telles que s & t. Nous définissons alors une
bijection o : Im(¢) — w par

o(p(s)) =|{te“w|p(t) < ()}
La bijection 1) = o o ¢ vérifie donc pour toute suite s
$(s) = |{t € <o | p(t) < p(s)}| = [fs1k | 0 < k < long(s)}| = long(s).

De plus, sis & t, alors ¢(s) < ¢(t) implique Y (s) < v (t). Nous pouvons donc poser
u, =~ (n).
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